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دیباچه

١

چیست؟ ماشین یادگیری ١. ١

ها مشاهده یا گذشته تجربیات براساس را مناسب های کنش یا دقیق های بین پیش که است خودکاری های روش مطالعه ماشین یادگیری

نداشته نیاز زیادی داده حجم به و باشند اجرا قابل مناسب حافظه با و مناسب زمان در باید ماشین یادگیری های وریتم ال دهد. م انجام

مندیم؟ نیاز ماشین یادگیری به زمان چه در گویند. م کارا١ های وریتم ال ها، وریتم ال این به باشند.

نمود. سازی) (پیاده نویس برنامه را آنها بتوان تا هستند پیچیده بسیار وظایف .١

هستند. سخت بسیار ها رایانه برای اما هستند ساده بسیار ها حیوان یا ها انسان برای آنها انجام که وظایف (آ)

های داده تحلیل هوا، بین پیش ، شناس ستاره های داده تحلیل نمونه برای است. ها انسان توان ز بیشتر آنها انجام که وظایف (ب)

هستند. وظایف از ای نمونه وب رهای جویش و ترونی ال تجارت ، زیست

این برای کارکردن توانایی تا باشند داشته تطبیق قابلیت بایست م ای رایانه های برنامه و کنند م تغییر زمان با وظایف از بسیاری .٢

دارد. تطبیق به نیاز که است وظایف از ای نمونه هرزنامه تشخیص نمونه برای باشند. داشته را وظایف

از عبارتند ماشین یادگیری کاربردهای از برخ هستند؟ کاربردهایی چه دارای ماشین یادگیری

ها نامه بندی دسته مانند متون بندی دسته .١

نامدار های موجودیت بازشناس مانند طبیع زبان پردازش .٢
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دیباچه ١ ٢

متن به گفتار تبدیل و گفتار بازشناس .٣

حروف نوری بازشناس .۴

شناس زیست کاربردهای .۵

ماشین بینایی .۶

تقلب تشخیص .٧

ای رایانه های بازی .٨

پزش های تشخیص .٩

ها دهنده پیشنهاد و نظر تحلیل های سامانه .١٠

ماشین یادگیری های روش مختلف های بندی دسته

تقویت یادگیری و ، نظارت نیمه نظارت، بی های روش مقابل در نظارت با های روش .١

فعال غیر یادگیری های روش مقابل در فعال یادگیری های روش .٢

دسته ای یادگیری های روش مقابل در برخط یادگیری های روش .٣

از عبارتند ها بندی دسته این ترین مهم نمود. تقسیم مختلف های دسته به توان م را ماشین یادگیری مسایل

بندی دسته .١

رگرسیون .٢

بندی رتبه .٣

بندی خوشه .۴

بعد کاهش .۵

پنهان متغیرهای یادگیری .۶

ماشین یادگیری های پژوهش اهداف ١. ٢

باشند کارا .١

باشند پذیر تفسیر شده تولید های پاسخ .٢

باشد دقیق ن مم حد تا شده تولید پاسخ .٣

ماشین یادگیری نظریه ١. ٣

کم نظریه این کند. کم ماشین یادگیری در مهم مسایل فهم به که است رسم های مدل تحلیل و توسعه ماشین یادگیری نظریه هدف

این همچنین است. نیاز مورد مفاهیم این یادگیری برای داده اندازه چه و یادگرفت کارا صورت به توان م را مفاهیم کدام بفهمیم تا کند م

نظریه در که مهم های پرسش از برخ بیابد. را کند نم کار خوب شرایط همه در وریتم ال ی چرا که پرسش پاسخ تا کند م تلاش نظریه

از عبارتند هستند مطرح ماشین یادگیری



ماشین یادگیری نظریه ١٣. ٣

موفق یادگیری ی برای نیاز مورد نمونه تعداد .١

یادگیری وریتم ال و/یا مساله ی محاسبات پیچیدگ .٢

آموزش های نمونه تعداد براساس یادگیری وریتم ال ی محاسبات پیچیدگ نمودن پیدا .٣

سخت. و ساده مسایل به یادگیری مسایل بندی دسته .۴

موثر یادگیری برای یادگیری مساله مورد در پیشین و زمینه اطلاعات بردن کار به ونگ چ .۵

تر ساده های فرضیه بودن بهتر برای پاسخ یافتن .۶

آموزش های داده تحویل ونگ چ اساس بر یادگیر کارایی تغییر ونگ چ .٧

یابد؟ م تغییر ونه چ یادگیر ای نمونه پیچیدگ نماید درخواست آموزش نمونه یادگیر اگر .٨

نمایند؟ یادگیری وریتم ال کارایی افزایش / آموزش به کم توانند م نخورده برچسب های داده آیا .٩

بود؟ خواهد اندازه چه ارتباط هزینه پذیرد صورت شده توزیع صورت به یادگیری اگر .١٠

نمود؟ استفاده ضعیف یادگیر از توان م ونه چ .١١





یادگیری رسم های مدل

٢

دقیق، تعریف این شود. تعریف دقیق و رسم صورت به یادگیری مساله تا است نیاز ماشین یادگیری های وریتم ال مطالعه و تحلیل برای

باشد. داشته را واقع یادگیری مسایل مهم وجه های سازی مدل توانایی و باشد دقیق کاف اندازه به باید یادگیری مدل دارد. نام یادگیری مدل

میبایست خوب یادگیری مدل ی همچنین نمود. مطالعه ریاض صورت به را یادگیری مساله بتوان که است نیاز مورد دلیل این به مدل دقت

یادگیری مدل های است. اجتناب غیرقابل کننده ساده فرض های رسم مدل هر برای باشد. مقاوم آن تعریف در جزیی تغییرات مقابل در

داشته باشد. را زیر پرسش های همانند گوناگون پرسش های به پاسخ توانایی م بایست

شود؟ یادگرفته باید چیزی چه .١

میشوند؟ تولید ونه چ ها داده .٢

میشوند؟ داده یادگیر به ای دسته صورت به یا ی ی ها داده نمونه برای میشوند؟ داده یادگیر به ونه چ ها داده .٣

چیست؟ مدل این در یادگیری از هدف .۴

ضعف نقاط و بررس یادگیری مختلف مدل های سپس و م پردازیم یادگیری رسم مدل های مولفه های بررس به نخست بخش، این ادامه در

م گردند. تحلیل آنها قوت و

یادگیری رسم مدل های مولفه ٢. ١

در پیشین. دانش و کارایی معیار داده، تولید مدل یادگیر، خروج یادگیر، ورودی هستند: اصل مولفه پنج دارای یادگیری رسم مدل های

م شوند. داده شرح ها مولفه این از کدام هر ادامه

۵



یادگیری رسم های مدل ٢ ۶

دارد. دسترس زیر های داده به یادگیر یادگیری، رسم مدل در است. یادگیر ورودی یادگیری، مدل هر مولفه های از ی .١

تعیین آنها برچسب آینده در است ن مم که نمونه هایی مجموعه از است عبارت م شود داده نشان X با که نمونه فضای •

توصیف ها ویژگ یا خصوصیات از مجموعه ای وسیله ی به نمونه ی م گویند. نمونه ی X درون اعضا از هری به شوند.

م شود. بازنمایی بعدی n بردار ی با معمولا و شده

بین پیش را آن یادگیر م خواهیم که گروه یا برچسب از است عبارت م شود داده نشان Y با که ها برچسب مجموعه •

و م شوند انتخاب Y = {٠, ١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧, ٨, ٩} مجموعه از ها نمونه برچسب اعداد، تشخیص در نمونه برای نماید.

هستند. دودویی دسته بندی برای ن مم های برچسب مجموعه از نمونه دو Y = {−١+,١} و Y = {٠, ١} همچنین

وریتم ال به ورودی عنوان به میشود نامیده آموزش مجموعه که دار برچسب های نمونه از ای مجموعه یادگیر، آموزش هنگام در •

م بایست یادگیر و م شود داده یادگیر به ندارند برچسب که آزمایش های نمونه تنها آزمایش، هنگام در و م شود داده یادگیری

م شود داده نشان S = {(x١, y١), (x٢, y٢), ..., (xm, ym)} صورت به آموزش مجموعه نماید. تعیین را آنها برچسب

م شود. گفته نیز دامنه خورده برچسب نقاط مجموعه این به است. (x, y) ∈ X × Y مرتب زوج های از دنباله ای که

این به نماید. تولید h : X 7→ Y ل ش به خروج ی م بایست یادگیر ی است. آن خروج یادگیر، رسم مدل ر دی مولفه .٢

(نمونه های آزمایش های نمونه برچسب بین پیش برای بعدا فرضیه این م گویند. بند دسته دسته بندی، مسایل در یا فرضیه خروج

ای فرضیه دادن نشان برای را A(S) نماد اینجا در م رود. کار به شده اند برداری Dنمونه توزیع با X فضای از که نخورده) برچسب

وریتم ال ی ایجاد نوع به یادگیری واقع در م بریم. کار به م نماید تولید S آموزش مجموعه دریافت با A یادگیری وریتم ال که

داد. خواهد تحویل خروج عنوان به را h ما به بدهیم را S آموزش مجموعه آن به اگر که است A

م کنیم فرض این جا در است. یادگیر رسم مدل از ری دی بخش ها داده تولید مدل ر دی عبارت به یا ها نمونه برداری نمونه شیوه .٣

این از اطلاع گونه هیچ یادگیر و باشند شده برداری نمونه نمونه ها، فضای از D احتمال توزیع ی از آزمایش و آموزش داده های

به میشود. تعیین c : X 7→ Y تابع توسط آن برچسب ،x نمونه هر برداری نمونه از پس ، آموزش مجموعه ایجاد برای ندارد. توزیع

که م کنیم فرض اغلب نم داند. را c تابع همان یا آموزگار زن برچسب شیوه یادگیر م داند. را آن آموزگار و م گویند مفهوم c تابع

م شود. زده برچسب شده است شناخته مفاهیم کلاس ی به متعلق که ناشناخته مفهوم ی با ها نمونه

معیارهای اساس بر م توان را فرضیه ی کارایی شده است. تولید فرضیه کارایی ارزیابی معیار یادگیری، رسم مدل ر دی مولفه .۴

برابر h فرضیه واقع خطای میشود. تعریف زیر صورت به که است فرضیه واقع خطای معیارها این از ی نمود. ارزیابی متفاوت

برچسب با h فرضیه برچسب و شود داده h فرضیه به است شده برداری نمونه D توزیع با که x تصادف نمونه اینکه احتمال با است

میشود. تعریف زیر صورت به h فرضیه خطای ر دی عبارت به نباشد. سان ی آن واقع

R(h) = P
x∼D

[h(x) 6= c(x)] (٢. ١)

م روند. کار به ر همدی جای به معمولا و م شود برده نام واقع خطای و ریس ، تعمیم خطای مانند ری دی نام های با خطا این

c تابع یا D توزیع باره در اطلاعات یادگیر است. نیازمند یادگیری فرایند در پیشین دانش به یادگیر ی شده، یاد های مولفه بر علاوه .۵

Inductive آنها به که باشیم داشته مساله باره در فرضیات یادگیری برای است ن مم دارد. دسترس آموزش مجموعه به تنها و ندارد

م شود. طراح یادگیری وریتم ال شده، تعیین فرضیات این اساس بر م گویند. Bias

م گردد. تعریف رسم صورت به شد اشاره آنها به این از پیش که ها بخش از برخ بخش این ادامه در
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مفهوم

م گردد. تعریف زیر صورت به و است نمونه فضای در دودویی تابع ی مفهوم ی

c : X 7→ {٠, ١} (٢. ٢)

٢. ١ تعریف

رابرچسب نمونه فضای از شده دریافت های نمونه تابع این اساس بر و م داند را تابع این آموزگار و است ناشناخته مفهوم همان یا c تابع

دو مقدار که است ی زمان نمونه ی برای آن مقدار و است دودویی تابع ی c(x١, x٢, . . . , xn) = x١∧x٢ مفهوم نمونه برای م زند.

م بریم. کار به مفهوم ی معنای برای بین پیش قاعده و فرضیه بند، دسته های واژه از مواقع بیشتر در باشد. ی برابر نمونه نخست ویژگ

ی حیوانات بقیه از س تشخیص و م دهد یل تش را مفاهیم کلاس ی هم از حیوانات تفکی حیوانات، نمونه فضای در نمونه برای

است. مفهوم

مفاهیم کلاس

است. آن متناظر بازنمایی با همراه مفاهیم از مجموعه ای مفاهیم کلاس از منظور

٢. ٢ تعریف

م آید. دست به آن کم به مفاهیم اندازه ی که است مهم علت این به مفاهیم از کلاس ی بازنمایی

مفهوم اندازه

آن. شده تعریف بازنمایی در مفهوم بازنمایی برای لازم بیت های تعداد از است عبارت مفهوم اندازه از منظور

٢. ٣ تعریف

بازنمایی ها این از کدام هر در مفهوم اندازه و آن مختلف بازنمایی های همراه به مفهوم ی از مثال ی ادامه در موضوع، شدن روشن برای

م شود. بیان

نوا). ی عطف (ترکیب ٢. ١ مثال
توابع این در است. کلاس این اعضای از ی c(x١, x٢, ..., xn) = xi ∧ xj نمونه برای یرید. ب درنظر را نوا ی عطف کلاس

م پردازیم. آن ها از نمونه چند به ادامه در که داد بازنمایی متفاوت راه های به م توان را کلاس این نداریم. را متغیرها نقیض
باشد، داشته وجود مفهوم در xi اگر که نوع به است بیت n آرایه ی ی از استفاده مفاهیم کلاس این بازنمایی راه ی .١

بود. خواهد O(n) مرتبه از مفهوم اندازه ی حالت این در است. ٠ برابر اینصورت غیر در و ١ مقدار برابر iام بیت
درنظر را بودن) ١ یا ٠) آن برچسب ن مم ورودی هر ازای به که است این مفاهیم از کلاس این بازنمایی ر دی راه ی .٢

بود. خواهد O(٢n) مرتبه از نیز مفهوم اندازه ی داشت خواهیم ن مم ورودی ٢n این که به توجه با حالت این در یریم. ب
کنار در بیت lg n عددهای ل ش به را عطف ترکیب در شده استفاده متغیرهای اندیس و زیرنویس که است این ر دی راه .٣
O(k × lg n) مرتبه از مفهوم اندازه ی آن گاه باشد، داشته عطف متغیر k نظر مورد مفهوم اگر حالت این در بنویسیم. هم

بود. خواهد

از تابع یادگیری وریتم ال که هنگام در و م دهد تغییر را مفهوم اندازه مفاهیم، بازنمایی مناسب شیوه انتخاب که است روشن لذا

دارد. تاثیر یادگیری وریتم ال کارایی در مفهوم بازنمایی شیوه باشد مفهوم اندازه

است؟ اندازه چه {٠, ١}n فضای در تصمیم درخت مفاهیم کلاس مفهوم اندازه تصمیم) درخت مفهوم (اندازه ٢. ١ تمرین
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سازگاری مدل ٢. ٢

بنا یادگیری وریتم ال توسط شده تولید فرضیه سازگاری اساس بر مدل این میشود. بیان یادگیری رسم مدل نخستین بخش، این ادامه در

بسیار مدل یادگیری، مدل های بررس آغاز برای اما نداشته را واقع کاربردهای در ارگیری ب توانایی و است ساده بسیار مدل این است. شده

است. مناسبی

سازگار فرضیه ی

باشیم داشته ، آموزش مجموعه نمونه های همه ی برای اگر تنها و اگر است سازگار آموزش داده های با h فرضیه ی

h(x) = c(x) ∀x ∈ S (٢. ٣)

باشد. سان ی آن اصل برچسب با h فرضیه توسط شده تولید برچسب ، آموزش های نمونه همه برای ر دی عبارت به یا

۴ .٢ تعریف

میشود. تعریف زیر صورت به سازگاری مدل سازگار، های فرضیه تعریف اساس بر

سازگاری مدل در یادگیری

مفهوم A وریتم ال ،S آموزش مجموعه ی هر برای اگر م گیرد، یاد سازگاری مدل در را C مفاهیم کلاس A یادگیری وریتم ال

م نماید. تولید را ندارد” وجود ”فرضیه ای پاسخ اینصورت غیر در و تولید وجود صورت در را باشد S با سازگار که c ∈ C

۵ .٢ تعریف

سازگاری مدل در کارا یادگیری

کلاس که باشد داشته وجود A کارای وریتم ال ی اگر است یادگرفتن کارا صورت به سازگاری مدل در C مفاهیم کلاس

ورودی نمونه های اندازه ی و م شود داده نشان m با که S مجموعه اندازه ی براساس کارایی یرد. ب یاد سازگاری مدل در را C مفاهیم

م شود. تعریف داده م شود نشان n با که

م کند. حل را مساله x اندازه و S اندازه براساس چندجمله ای زمان در که م شود گفته وریتم ال به معمولا کارا وریتم ال

۶ .٢ تعریف

نوا). ی عطف توابع ) ٢. ٢ مثال
ترکیب این در ساخت. دودویی متغیر n حداکثر نوا ی عطف ترکیب از م توان که است مفاهیم تمام شامل مفاهیم کلاس این
نظر در را دارد وجود سازگار عطف تابع ی آن در که زیر آموزش مجموعه  نمونه، برای نم شوند. ظاهر متغیرها نقیض ، عطف

یرید. ب

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 y

1 0 1 1 0 0 1 1 +
1 1 1 1 1 0 1 0 +
0 1 1 1 0 0 1 1 +
0 0 0 1 1 1 1 1 −
1 1 1 1 1 0 0 0 −

: یرید ب درنظر مثال این حل برای را زیر وریتم ال
کن. حذف را هستند صفر مقدار دارای که ویژگ هایی تمام مثبت، نمونه های در .١
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کن. حساب را باقیمانده ویژگ های عطف ترکیب .٢
پاسخ اینصورت غیر در و اعلام خروج عنوان به را فرضیه این بود سازگار هم منف نمونه های با شده تولید فرضیه اگر .٣

کن. تولید را ندارد” وجود ”فرضیه ای
در وریتم ال این این که به توجه با است. c(x) = x٣ ∧ x۴ ∧ x٧ فوق وریتم ال اعمال حاصل بالا، در شده یاد آموزش مجموعه با

است. کارا وریتم ال این بنابراین م دهد، خروج O(nm) زمان

داشت. خواهیم را زیر قضیه نتیجه در و است یادگرفتن کارا به صورت مفاهیم کلاس این درنتیجه

سازگاری). مدل در نوا ی عطف ترکیب یادگیری ) ٢. ١ قضیه
است. یادگرفتن کارا صورت به سازگاری مدل در نوا ی عطف ترکیب مفاهیم کلاس

نقیض یا متغیر تعدادی عطف ترکیب از است عبارت نوا ی غیر عطف ترکیب مفاهیم کلاس ( نوا ی غیر عطف ترکیب یادگیری ) ٢. ٢ تمرین

نموده طراح یادگیری وریتم ال ی مفاهیم کلاس این یادگیری برای و هستند یادگرفتن کارا بصورت مفاهیم کلاس این که دهید نشان آنها.

نمایید. بررس را آن کارایی و

برای نیم. می تبدیل نوا ی عطف ترکیب یادگیری به را مساله و م دهیم نشان جدید متغیر ی با را متغیر هر نقیض مساله این حل برای

٢n با عطف ترکیب یادگیری به مساله ،zi =6 xi تعریف با است. متغیر n روی نوا غیری عطف ترکیب ی یادگیری هدف اگر تابع نمونه

نمود. استفاده م توان شد ارایه این از پیش که وریتم ال از و م شود تبدیل متغیر

نوا). ی فصل (ترکیب ٢. ٣ مثال
ظاهر متغیرها نقیض ، فصل ترکیب این در میشود. تولید دودویی ( (ویژگ متغیر n حداکثر فصل ترکیب از مفاهیم کلاس این
با که داد نشان میتوان سادگ به است. فصل ترکیب ی c(x١, x٢, . . . , xn) = x٢ ∨ x۶ ∨ x٨ تابع نمونه برای نم شوند.
م توان باشد، c(x) = xi ∨ xj اگر نمونه برای نمود. تبدیل عطف ترکیب به میتوان را فصل ترکیب هر دمورگان، قانون کم
xi مقدار اگر یعن است. xi نقیض یعن xi که c(x) = xi ∨ xj = xi ∧ xj درآورد نیز زیر عطف ترکیب صورت به را آن
بالای که مقدار تغییر علامت همچنین بود.  خواهد ٠ برابر xi باشد ١ برابر xi مقدار اگر و بود خواهد ١ برابر xi باشد ٠ برابر

است. برچسب تغییر معن به است گرفته قرار xi ∧ xj مقدار
م آید. دست به قبل وریتم ال تغییر کم با م دهیم ارائه که وریتم ال یریم. ب یاد را فصل ترکیب کلاس م خواهیم کنید فرض
داشتند ١ مقدار اگر و م کنیم ١ را مقدارشان داشتند ٠ مقدار اگر (یعن م کنیم وارون را بیت ها و برچسب ها ابتدا که ترتیب بدین
حالت به را چیز همه نهایت در و م آوریم دست به را جواب قبل وریتم ال از استفاده با سپس و م گیریم) درنظر ٠ را مقدارشان

برم گردانیم. اولیه

درجه). عطف نرمال فرم kمساله ی ) ۴ .٢ مثال
فرم مسئله ی آن گاه بنامیم، «عبارت» ی را متغیر k حداکثر فصل ترکیب اگر یرید. ب درنظر را درجه عطف نرمال kفرم مساله ی
شود داده k که است معن بدین مساله این در یادگیری «عبارت». تعدادی عطف ترکیب از است عبارت ak درجه عطف نرمال
فرض ما خیر؟ یا یادگرفت را میشود داده نشان k درجه عطف نرمال فرم با که مفاهیم کلاس میتوان آیا که باشد این وپرسش
جدیدی متغیر کار این برای دهیم. کاهش عطف ترکیب یادگیری به را مساله این میتوانیم ما باشد. کوچ عدد ی k که نیم می

نیم. می ایجاد را k درجه عطف نرمال فرم در ن مم عبارت هر برای
s حالات تمام ترتیب بدین م سازیم. ها xj اولیه ی متغیرهای از تا s فصل ترکیب روی از را zsi متغیرهای کل حالت در
ترکیب از دقیقاً که است z جدید متغیر امین i برابر zsi = {xj١ ∨ xj٢ ∨ ... ∨ xjs} مثلا م نماییم. ایجاد zsi در را متغیری
را زیر متغیرهای k درجه عطف نرمال فرم مفاهیم کلاس برای باشد k = ٢ اگر نمونه برای است. شده ایجاد متغیر s فصل
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داشت. خواهیم

z١ = (x١)

z٢ = (x٢)

z٣ = (x١ ∨ x٢)

z۴ = (x١ ∨ x٢)

z۵ = (x١ ∨ x٢)

z۶ = (x١ ∨ x٢)

داشت خواهیم بنامیم، P را شده ایجاد جدید متغیرهای تعداد اگر

P =

k∑
i=١

(
٢n
i

)
≤ (٢n)k (۴ .٢)

،٣ یا ٢ مثلا ، کوچ های k برای که است O(m(٢n)k) از شده ذکر وریتم ال کنیم، فرض عدد m را نمونه ها تعداد اگر بنابراین
بود. نخواهد کارا وریتم ال غیراینصورت در و است کارا وریتم ال

ak-CNF

باشد ی برابر zi اگر است ی برابر صورت در iام بیت آن در که میشوند تبدیل بیت ۶ های نمونه به بیت ٢ های نمونه مثال، این در

مفهوم بدهیم عطف ترکیب یادگیری برای که یادگیری وریتم ال به را آموزش های نمونه اگر بود. خواهد صفر با برابر اینصورت غیر در و

فرم مساله ی مفهوم آن، شده تعریف فصل ترکیب به zi زین جای با سپس نمود. خواهد تولید zi اساس بر را آموزش های داده با سازگار

است. نیاز zi متغیر O((٢n)k) تعریف به نیاز کل حالت در مفاهیم کلاس این یادگیری برای ند. می پیدا را سازگار k درجه عطف نرمال

با است برابر نمود تولید م توان متغیر n از که kهایی درجه عطف نرمال فرم تعداد که میآید بدست زیر رابطه براساس مقدار این

(٢n)(٢n− ٢)(١n− ٢) . . . (٢n− k) = O
(
(٢n)k

)
. (۵ .٢)

، باشد کوچ عددی k اگر بنابراین نمود. استفاده آن) نقیض یا (خود متغیر ٢n از م توان را k درجه عطف نرمال فرم در ان م هر زیرا

بود. خواهد نمایی وریتم ال اجرای زمان باشد بزرگ k اگر و است کارا وریتم ال این

.((Or of ands) DNF مفاهیم (کلاس ۵ .٢ مثال
هرکدام که عبارت تعدادی (∨) فصل ترکیب صورت به کلاس این یریم. ب یاد را DNF مفاهیم کلاس م خواهیم کنید فرض

نمونه برای است. است متغیر تعدادی (∧) عطف ترکیب صورت به

c(x١, x٢, . . . , xn) = (x٢ ∧ x٧ ∧ x١٠) ∨ (x١ ∧ x۵) ∨ (x٣ ∧ x۴ ∧ x۶) (۶ .٢)

کنیم. استفاده زیر وریتم ال از میتوانیم مفاهیم کلاس این یادگیری برای است. DNF عبارت ی
کن. محاسبه را مثبت های نمونه فصل ترکیب .١

ندارد” وجود ”فرضیه ای پاسخ اینصورت غیر در و خروج بعنوان را آن بود سازگار منف های نمونه با فصل ترکیب این اگر .٢
کن. تولید را

کلاس این بنابراین است. نمونه هر عبارت های تعداد حداکثر k که است پیاده سازی قابل O(nmk) زمان در و است کارا وریتم ال این

زیرا ندارد کاربرد شده تولید فرضیه اما است. یادگرفتن کارا بصورت سازگاری مدل در نیز

به را باشد نداشته وجود آموزش مجموعه در که ای نمونه هر و میدهد رخ برازش بیش و نموده ذخیره را مثبت های داده فرضیه این .١
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م دهد. نشان را فرضیه تعمیم قدرت و حافظه قدرت بین اختلاف ایراد این میزند. برچسب منف نمونه عنوان

. آموزش مجموعه مثبت های نمونه اندازه مجموع با است برابر شده تولید فرضیه اندازه .٢

عموم و کل ایرادهای از برخ است. ایرادهایی دارای مدل این زیرا ندارد کاربرد عمل در اما است ساده بسیار مدل سازگاری، مدل

است. آمده زیر در سازگاری مدل

توان مورد در م بایست خوب یادگیری مدل ی است. نیامده میان به شده تولید فرضیه تعمیم قدرت باره در سخن هیچ مدل این در .١

وید. ب سخن جدید های داده روی شده تولید فرضیه (قابلیت)

هستند ایده آل) حالت از بزرگ تر طبعاً (و ورودی ها اندازه ی میزان به مفاهیم اندازه ی که است این مدل این دوم ل مش .٢

علت به و هستند نویزی ها داده واقع کاربردهای در اینکه به توجه با نیست. مقاوم نویز به مدل این که است این مدل این ر دی ایراد .٣

نیست. استفاده قابل عمل در مدل این لذا نم شود صفر آموزش خطای نویزی، داده های وجود

زیرمجموعه های برای باشد، داشته وجود کارا وریتم Cال مفاهیم کلاس برای اگر که است این م کنیم بیان این جا در که ل مش آخرین و .۴

نمایید. توجه زیر مثال به ایراد این بهتر بیان برای نمود. پیدا کارا وریتم ال نم توان لزوماً C ′ ⊂ C که C ′ مانند C

.( لفظ دو فصل نرمال فرم مفاهیم کلاس (یادگیری ۶ .٢ مثال
برای باشد. دلخواه) طول با عطف ترکیب دو (یا لفظ دو فصل نرمال فرم همه شامل C مفاهیم کلاس که کنید فرض
ونه چ حال است. a لفظ دو فصل نرمال فرم ی c(x١, . . . , xn) = (x٢ ∧ x٧ ∧ x١٠) ∨ (x١ ∧ x۵) تابع نمونه
دو فصل نرمال فرم مساله یادگیری بتوانیم اگر یریم؟ ب یاد آموزش های داده روی از لفظ دو فصل نرمال فرم ی میتوانیم
گرفتن نظر در (با منطق قواعد از اگر میشود. تر ساده کار کنیم تبدیل k درجه عطف نرمال فرم یادگیری مساله به را لفظ

نمونه برای بدهیم. انجام را تبدیل این م توانیم کنیم استفاده ضرب) معادل ∨ و جمع معادل ∧

c(x١, . . . , xn) = (x١ ∧ x٢) ∨ (x٣ ∧ x۴) = (x١ ∨ x٣) ∧ (x١ ∨ x۴) ∧ (x٢ ∨ x٣) ∧ (x٢ ∨ x۴).

آیا نماییم. تبدیل k درجه عطف نرمال فرم به را لفظ دو فصل نرمال فرم م توانیم همیشه ما که م دهد نشان مثال این
است؟ یادگرفتن مفاهیم کلاس این که است این معنای به این

عطف نرمال فرم به لفظ دو فصل نرمال فرم تبدیل با م شود. ساده مساله یریم یادب را بالا تبدیل برعکس بتوانیم اگر
بتوانیم را شده تولید k درجه عطف نرمال فرم پاسخ باید سپس و یریم ب یاد را k درجه عطف نرمال فرم م توانیم k درجه
را لفظ دو فصل نرمال فرم ی م توانیم همیشه ما که است این اصل ل مش نماییم. تبدیل لفظ دو فصل نرمال فرم به
دو فصل نرمال فرم ی به را k درجه عطف نرمال فرم ی نم توانیم الزاما اما نماییم تبدیل k درجه عطف نرمال فرم به
نرمال فرم ی که نیست معن بدان کنیم پیدا را سازگار k درجه عطف نرمال فرم ی ما اگر نتیجه در نماییم. تبدیل لفظ
فرم فضای از فضا ابر ی k درجه عطف نرمال فرم فضای رسم غیر بطور یا باشد. داشته وجود سازگار لفظ دو فصل

ر دی عبارت به یا و است لفظ دو فصل نرمال

(٢− termDNF ) ⊆ (٢− CNF ). (٢. ٧)

فصل نرمال فرم ل ش به مفاهیم کلاس یادگیری اما است آسان k درجه عطف نرمال فرم یادگیری یادگیری، نظریه زمینه در
است. ان پی سخت مساله ی لفظ دو

a2-term DNF

درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل ٢. ٣

از تعریف مدل این که آن نخست آمد. میان به سخن مدل این بزرگ کاست دو درباره همچنین گردید. بیان سازگاری مدل پیش بخش در
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شدن کاربردی غیر سبب کاست دو این ندارد. را نویزی داده های پردازش ان ام مدل این آن که دوم و نم کند ارایه ها فرضیه تعمیم قدرت

داده پردازش و شود ارایه ها فرضیه تعمیم قدرت مدل تعریف در تا دهیم توسعه را مدل که م کنیم تلاش بخش این در م شود. مدل این

مدل در ها فرضیه تعمیم قدرت آن در که م شود بیان درست تقریبا احتمالا مدل بخش این در   خواهیم نمود. بررس آینده در را نویزی های

تعدیل آینده در فرض ها این بیشتر که م گیریم نظر در را زیر کننده ساده فرض های ها فرضیه تعمیم قدرت بررس برای شده است. گنجانده

خواهندشد.

این م شوند. برداری نمونه مستقل صورت به D ناشناخته اما سان ی و ثابت توزیع از آموزش و آزمون نمونه های که م کنیم فرض .١

است. ناشناخته یادگیر برای توزیع

ل ش چه دارای و چیست تابع این که نم داند یادگیر م شوند. زده برچسب c ∈ C ناشناخته و ثابت تابع ی کم با ها نمونه .٢

است.

م کنیم. تعریف را است آن تعمیم قدرت دهنده نشان که h فرضیه واقع خطای نخست ادامه در

واقع خطای

م شود. تعریف زیر صورت به میشود نامیده نیز آن تعمیم خطای که h ∈ H فرضیه هر واقع خطای

R(h) = P
x∼D

[c(x) 6= h(x)]

=
∑

c(x)̸=h(x)

D(x). (٢. ٨)

٢. ٧ تعریف

که هایی نمونه همه یعن باشد صفر برابر را آن واقع خطای که نمایند پیدا را فرضیه ای که است این یادگیری وریتم های ال آرمان هدف

از زیرمجموعه ی آموزش مجموعه (١) نیست. ن مم زیر دلیل دو به کار این اما بزند. برچسب خطا بدون را ندیده است آموزش هنگام در

نباشند. سان ی (c) اصل مفهوم با آنها از دام هیچ و داشته باشیم آموزش داده های با سازگار فرضیه چندین است ن مم و است نمونه فضای

تولید ان ام هیچ گاه لذا است. صفر از بزرگتر نشده باشند برداری نمونه نمونه، فضای بخش های همه از آموزش های نمونه اینکه احتمال (٢)

ϵ از تر کوچ واقع خطای آن جای به و نموده تعدیل را صفر واقع خطای جهت همین به و ندارد وجود صفر واقع خطای با فرضیه ای

داده های از ترتیب هر برای م بایست یادگیر م شوند نمونه برداری D توزیع به وسیله فضا ی از داده ها که آنجایی از و م گیریم نظر در را

باشند. δ از تر کوچ ست ش احتمال که م کنیم تلاش و گرفته نظر در را δ ست ش احتمال لذا نماید تولید را کم خطای با فرضیه آموزش

واقع خطای که نمود تضمین نم توان همیشه اما م گویند. ١ درست تقریبا فرضیه ی را h فرضیه باشد کوچ h فرضیه خطای اگر

دنبال به و شده بازنگری تعریف باید جهت همین به نباشند واقع مفهوم از خوبی نماینده آموزش های داده است ن مم زیرا باشد کوچ

با فرضیه ی تقریبی درست باشد. درست تقریبا احتمالا h فرضیه ر دی عبارت به یا باشد درست تقریبا زیاد احتمال با که باشیم فرضیه ای

درست احتمال و باشد برقرار R(h) ≤ ϵ شرط اگر است درست تقریبا h فرضیه ی ر دی عبارت به و م گردد بیان (ϵ) دقت پارامتر کم

P [R(h) ≤ ϵ] ≥ ١− δ شرط اگر م گویند درست تقریبا احتمالا را h فرضیه عبارت به و م گردد بیان (١− δ) اطمینان پارامتر کم با

م شود. تعریف زیر صورت به درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل تعاریف، این براساس باشد برقرار

1Approximately correct
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درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت

داشته وجود p ای جمله چند تابع ی و A وریتم ال ی اگر دارد را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت C مفاهیم کلاس

همه برای و c ∈ C مفاهیم تمام برای و X روی D توزیع هر برای و δ ∈ (٠, ١٢ ) هر و ϵ ∈ (٠, ١٢ ) هر برای که ای گونه به باشد

شده اند برداری نمونه D توزیع از مستقل بصورت که m ≥ mH(ϵ, δ) = p
( ١
ϵ ,

١
δ , |x|, |C|

)
انداز با S آموزش مجموعه های

باشد برقرار زیر رابطه

P
S∼Dm

[R(h) ≤ ϵ] ≥ ١− δ. (٢. ٩)

٢. ٨ تعریف

است یادگیری قابل کارا صورت به C مفاهیم کلاس که وییم می آنگاه شود اجرا p
( ١
ϵ ,

١
δ , |x|, |C|

)
زمان در A یادگیری وریتم ال اگر

اگر مدل این در ویند. می C مفاهیم کلاس برای درست تقریبا احتمالا یادگیری وریتم ال آن به باشد داشته وجود L یادگیری وریتم ال اگر و

به که آن تجربی خطای خطای یعن ( R(h) = ٠ ) است صفر آن واقع خطای که ای گونه به دارد وجود h ∈ H ی که کنیم فرض

است. صفر نیز میشود تعریف زیر صورت

R̂(h) =
١
m

m∑
i=١

I [h(xi) 6= c(xi)] . (٢. ١٠)

برداری نمونه توزیع از مستقل چارچوب این (١) از عبارتند که است جالبی بسیار ویژگ های دارای درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل

برای چارچوب این (٣) م شوند. برداری نمونه توزیع ی از م کنند مشخص را خطا که آزمایش و آموزش نمونه های (٢) است. D

آنگاه باشد داشته را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت C مفاهیم کلاس اگر .c ∈ C مفهوم ی نه است C مفاهیم کلاس ی یادگیری

یادگیری وریتم ال اگر (٢) و است پارامترهایش براساس جمله ای چند تابع ی h فرضیه تولید جهت نیاز مورد آموزش نمونه های تعداد (١)

پارامتر سه مدل این در است. جمله ای چند تابع ی آموزش مجموعه هر برای پردازش زمان آنگاه کند مصرف را ثابت زمان نمونه هر برای

اگر هستیم. سوم پارامتر یافتن دنبال به مختلف یادگیری مسایل در و م کنیم مشخص را پارامتر سه این از پارامتر دو و دارد وجود ϵ, δ,m

پارامترهای با درست تقریبا احتمالا یادگیر ی بتواند که هستیم آموزش مجموعه اندازه کردن پیدا دنبال به ما باشند شده مشخص δ و ϵ

آمده است. زیر تعریف در که نماید تولید را شده مشخص

ای نمونه پیچیدگ

مورد آموزش نمونه های نعداد به ر، دی بیان به م گویند. H مفاهیم کلاس نمونه ای  پیچیدگ را mH : (٠, ٢(١ 7→ N تابع

م گویند. نمونه ای پیچیدگ موفق یادگیری ی برای نیاز

٢. ٩ تعریف

آستانه توابع مجموعه نخست میشوند. بررس دارند را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت که مسایل از نمونه چند بخش این ادامه در

میشود. بیان است واقع بندهای دسته از بسیاری انتزاع نسخه که ٢ بعدی ی

بعدی). ی آستانه (تابع ٢. ٧ مثال
باشد زیر بصورت c مفاهیم ای مجموعه C مفاهیم کلاس و X = R کنید فرض بعدی، ی آستانه توابع مجموعه در

c(x) =

{
١ x ≥ θ
٠ x < θ

(٢. ١١)

2One dimensional threshold function
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[−∞, x٠) بازه در که نقاط و زده مثبت برچسب را باشد [x٠,∞] بازه در که را R از ناحیه ای آستانه تابع ،x٠ نقطه هر برای
م کند. بندی دسته را ها نمونه زیر صورت به شده یادگرفته فرضیه ر دی عبارت به یا م زند. منف برچسب را باشند

h(x) =

{
١ x ≥ x٠
٠ x < x٠

(٢. ١٢)

داده های با که م کنیم انتخاب گونه ای به را h فرضیه نماید. جدا هم از را منف و مثبت نقاط که باشد م تواند نقطه ای هر x٠ نقطه
این در م کند. انتخاب زیر صورت به را h فرضیه که م کنیم استفاده ١ یادگیری وریتم ال از منظور این برای باشد. سازگار آموزش

است.. مثبت نمونه ترین چپ سمت برابر x٠ فرضیه

بعدی ی آستانه تابع یادگیری وریتم ال ١ وریتم ال

1: procedure OTF(S)
2: x0 ←∞
3: for i← 1 tom do
4: if (c(xi) = 1) & (xi < x0) then
5: x0 ← xi

6: end if
7: end for
8: return h = x0

9: end procedure

دارد. را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت مفاهیم کلاس این که میدهیم نشان حال

بعدی). ی آستانه توابع درست تقریبا احتمالا یادگیری (قابلیت ٢. ٢ قضیه
با است برابر آن نمونه ای پیچیدی و دارد را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت ،١ وریتم ال

m ≥ ١
ϵ
ln

١
δ
. (٢. ١٣)

زیر ل ش اثبات برای م نماییم. اثبات را قضیه شده یاد وریتم ال برای سپس و م گیریم نظر در را تر کل حالت نخست اثبات، برای برهان

یرید. ب نظر در را

COS 511: Theoretical Machine Learning

Lecturer: Rob Schapire Lecture 3
Scribe: Christian Eubank February 12, 2013

1 The Probably Approximately Correct (PAC) Model

1.1 Definition

The concept class C is PAC-learnable by the hypothesis class H if there exists an algorithm
A such that for all c 2 C, for all distributions D, for all ✏ > 0, for all 8� > 0, A takes m =
polynomial number of examples given in the form S = h(x1, c(x1)), ...(xm, c(xm))i, where
each xi is chosen from the space X at random according to the target distribution D, and
produces a hypothesis h 2 H such that Pr[errD(h)  ✏] � 1� �.

PAC learning meets our goal of using training data to construct a hypothesis that is also
accurate on other yet-unseen data. However, this result is not entirely intuitive. After all,
training examples are drawn from a huge universe and we claim that we can use a merely
polynomially-sized sample to get high accuracy with high probability on future data.

1.2 Example: Learning on a line

c h 

-  -   -  -  -  -  -  -  -                   +  +  +  +  +  +  +  +  + 

Figure 1: Hypothesis and error region for guessing half lines

Let X = R and C = {positive half lines}. For some point c, the corresponding positive
half line is the region of R designated by [c,1). We can treat c 2 C as a point that separates
the positive and negative regions of R. A natural hypothesis is to simply choose a point h
that is consistent with the training data. As seen in Figure 1, there will be a region between
c and h in which the hypothesis will incorrectly label new training points. We want this
region to have size  ✏. Here, size does not refer to the actual size of the region in terms
of length. Instead, we want to guarantee that, given the true distribution D of all possible
points, we want no more than ✏ of these points to fall between c and h. In this model, we
have two bad cases:

1. B+ : h lies more than ✏ to the right of c

2. B� : h lies more than ✏ to the left of c

Mathematically, we can reason about errD(h) by first considering the likelihood of B+.
As seen in Figure 2, let R+ be the be the smallest region with c as its left border whose
probability mass is at least ✏. That is R+ = [c, r+] where r+ = sup{r � c|Pr[[c, r)] < ✏}.
By our algorithm, h falls to the right of r+ only if all training examples lie outside of R+.
Hence, B+ only occurs when no training points fall in R+. We see that, if R+ has size

بعدی ی آستانه تابع برای خطا ناحیه ٢. ١ ل ش

برچسب اشتباه به را ناحیه این درون نقاط h فرضیه که م ماند باق h و c بین بالا ل ش مانند ٢. ١ ل ش مانند ناحیه ی حالت دراین

این در توزیع تابع جرم ه بل نیست h و c بین طول معنای به اندازه باشد. ϵ مساوی یا تر کوچ ناحیه این اندازه که است این هدف م زند.

که نباشد ϵ از بیش بازه این در نقاط گرفتن قرار احتمال ن، مم نقاط همه و D توزیع هر برای که نماییم تضمین م خواهیم ما است. بازه

م آید. پیش زیر حالت دو
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م گوییم. B+ حالت این به گیرد قرار c راست سمت در ϵ از بیشتر فاصله ای در h فرضیه .١

م گوییم. B− حالت این به گیرد قرار c چپ سمت در ϵ از بیشتر فاصله ای در h فرضیه .٢

آن چپ سمت در c که باشد ناحیه ای ترین کوج کننده مشخص R+ کنید فرض زیر ل ش اساس بر یرید. ب نظر در را B+ حالت نخست

شده، ارایه وریتم ال به توجه با .r+ = sup{r ≥ c | P [c, r] < ϵ} که R+ = [c, r+] یعن باشد ϵ برابر کم دست آن در احتمال جرم و

قرار R+ بازه در آموزش نمونه هیچ و م گیرد قرار r+ ناحیه راست سمت در h باشند داشته قرار R+ بازه از خارج در نمونه ها همه اگر

نم گیرید.
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✏, Pr[x1 62 R+]  1 � ✏. Note: this is not an equality to account for the possibility of a
probability mass at r+. Given m training examples, we have

Pr[B+] = Pr[x1 62 R+ ^ ... ^ xm 62 R+]

= Pr[x1 62 R+]...Pr[xm 62 R+] (by i.i.d assumptions)

 (1� ✏)m

Applying this logic to reason about both bad cases:

Pr[errD(h) > ✏]  Pr[B+ _B�]

 Pr[B+] + Pr[B�] (by union bound)

 2(1� ✏)m (by symmetry)

 2e�✏m (by 1 + x  ex)

We can make the right side smaller than � which, solving for m, will hold true if m �
1
✏ ln

2
� . Hence, if we have at least m training examples according to this inequality, we can

bound the generalization error with a given confidence level as desired. This approach of
requesting some amount of data to provide some accuracy guarantees is nice theoretically,
but not always realistic. In practice, we would likely receive some data and want to reason
about the error on future data. Rearranging terms, we see what with probability � 1 �
�, errD(h)  1

m lg2
� .

1.3 Other PAC learning examples
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As a second example, let X = R and C = {intervals}, as illustrated in Figure 3. Specif-
ically, a c 2 C is a concept which is equal to 1 for x in some interval [a, b] and 0 otherwise.
Here, we have 2 boundary error regions, which we want force to have size of at most ✏

2 each.
Overall, there are 4 possible bad events, which using similar analysis as before, requires
m � 2

✏ ln
4
� examples to provide the desired accuracy with the desired level of confidence.

Finally, let X = R2 and C = {axis-aligned rectangles}, as illustrated in Figure 4. Our
hypothesis will be a rectangle that contains just the positive points. Extending the argument

2

بعدی ی آستانه تابع برای خطا ناحیه برای کران تعیین ٢. ٢ ل ش

به و P [x ∈ R+] ≥ ϵ داریم باشد ϵ کم دست اندازه دارای R+ بازه اگر و است حل مساله باشد، P [x ∈ R+] < ϵ که حالت در

نوشت م توان آموزش نمونه m برای م شود. نتیجه P [x 6∈ R+] ≤ ١− ϵ رابطه معادل طور

P
[
B+
]

= P
[
(x١ 6∈ R+) ∧ . . . ∧ (xm 6∈ R+

]
(١۴ .٢)

= P
[
x١ 6∈ R+

]
. . .P

[
xm 6∈ R+

]
(١۵ .٢)

≤ (١− ϵ)m. (١۶ .٢)

م توان را بالا تحلیل شده اند. برداری نمونه سان ی توزیع با و هم از مستقل نمونه ها که شده است نوشته اساس این بر بالا رابطه دوم خط

آوریم. بدست زیر صورت به م توانیم را باشیم داشته ϵ از بیشتر خطایی اینکه احتمال بنابراین . نوشت نیز B− ناحیه باره در

P [R(h) > ϵ] ≤ P
[
B+ ∪B−] (٢. ١٧)

≤ P
[
B+
]
+ P

[
B−] (٢. ١٨)

≤ ١)٢− ϵ)m (٢. ١٩)

≤ ٢e−ϵm. (٢. ٢٠)

نوشته ١ + x ≤ ex نابرابری اساس بر آخر خط و شده اند نوشته تقارن اساس بر سوم خط و اجتماعات کران براساس بالا رابطه دوم خط

باشیم داشته ر دی عبارت به یا و باشد تر کوچ δ از احتمال این که است این هدف است. شده

P [R(h) > ϵ] ≤ ٢e−ϵm ≤ δ. (٢. ٢١)

داشت خواهیم نماییم حل m اساس بر را بالا نابرابری اگر حال

m ≥ ١
ϵ
ln

٢
δ
. (٢. ٢٢)

■ م گردد. اثبات قضیه و شده حذف بالا رابطه در ٢ ضریب بنابراین و دهد نم رخ B− حالت گاه هیچ شده، یاد وریتم ال به توجه با



یادگیری رسم های مدل ٢ ١۶

خطای کران که است این هدف و م شود داده قرار وریتم ال اختیار در م نماید مشخص را ها نمونه تعداد که آموزش مجموعه عمل در

زیر نابرابری ١− δ کم دست احتمال با که داد نشان م توان سادگ به ساده محاسبات با و بالا قضیه از استفاده با بزنیم. تخمین را واقع

است. برقرار

R(h) ≤ ١
m

ln
٢
δ
. (٢. ٢٣)

م رسیم. زیر نتیجه به که نماییم بازنویس ϵ براساس را (٢. ٢٢) معادلعه است کاف بالا، معادله آوردن بدست برای

ϵ ≥ ١
m

ln
٢
δ
. (٢۴ .٢)

برابر شد متصور م توان ϵ برای که مقداری ترین کوچ لذا داریم. را R(h) ≤ ϵ نابرابری درست، تقریبا احتمالا یادگیری تعریف از و

داشت خواهیم نتیجه در و ١
m ln ٢

δ با است

R(h) ≤ ١
m

ln
٢
δ
. (٢۵ .٢)

م دهیم. گسترش بازه به بعدی ی آستانه توابع از را فرضیه کلاس حال

بازه). (یادگیری ٢. ٨ مثال
باشد زیر بصورت c مفاهیم مجموعه ای C مفاهیم کلاس و X = R کنید فرض بازه، توابع مجموعه در

c(x) =

{
١ x ∈ [a, b]
٠ x 6∈ [a, b]

(٢۶ .٢)

م خواهیم و داریم ٢. ٣ ل ش مطابق خطا مرزی ناحیه دو مساله این در م کنیم. حل بعدی ی آستانه توابع کم با را مساله این
داشت خواهیم کنیم استفاده قبل مساله پاسخ از اگر داریم. مختلف حالت چهار بنابراین و باشد ϵ

٢ حداکثر هرکدام اندازه که

m ≥ ٢
ϵ
ln

۴
δ
. (٢. ٢٧)
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We can make the right side smaller than � which, solving for m, will hold true if m �
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� . Hence, if we have at least m training examples according to this inequality, we can

bound the generalization error with a given confidence level as desired. This approach of
requesting some amount of data to provide some accuracy guarantees is nice theoretically,
but not always realistic. In practice, we would likely receive some data and want to reason
about the error on future data. Rearranging terms, we see what with probability � 1 �
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As a second example, let X = R and C = {intervals}, as illustrated in Figure 3. Specif-
ically, a c 2 C is a concept which is equal to 1 for x in some interval [a, b] and 0 otherwise.
Here, we have 2 boundary error regions, which we want force to have size of at most ✏

2 each.
Overall, there are 4 possible bad events, which using similar analysis as before, requires
m � 2

✏ ln
4
� examples to provide the desired accuracy with the desired level of confidence.

Finally, let X = R2 and C = {axis-aligned rectangles}, as illustrated in Figure 4. Our
hypothesis will be a rectangle that contains just the positive points. Extending the argument

2

بازه تابع برای خطا ناحیه برای کران تعیین ٢. ٣ ل ش

محورها). موازی اضلاع با های مستطیل ای نمونه (پیچیدگ ٢. ٩ مثال
است؟ نیاز مورد محورها موازی اضلاع با های مستطیل مساله موفق یادگیری برای نمونه چند

یادگیری وریتم ال و م گریم نظر در باشد مختصات محورهای موازی آنها اضلاع که مستطیل هایی را ها فرضیه فضای مثال، این در
مفهوم c کنید فرض .R̂(h) = ٠ م بایست بنابراین کند. پیدا را آموزش های داده با سازگار مستطیل ترین کوچ که م کند تلاش
قرار c مستطیل درون م شود داده نشان h با که شده تولید فرضیه است شده داده نشان ۴ .٢ ل ش در که همانگونه باشد مستطیل
های نمونه تعداد کردن پیدا هدف م دهند. نشان را h شده تولید فرضیه واقع خطای h و c های مستطیل بین نوارهای دارد.
این از کدام هر برای باشد.اگر ϵ مساوی یا تر کوچ نوار چهار این در مثبت نمونه ی گرفتن قرار احتمال که ای گونه به است لازم



درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل ٢١٧. ٣

.۴( ϵ۴ ) = ϵ با بود خواهد برابر حداکثر ها احتمال این مجموع لذا است ϵ
۴ احتمال این بالای کران که نماییم تضمین بتوانیم نوارها

بود. خواهد کمتر ۴( ϵ۴ ) = ϵ از خطا لذا ایم نموده محاسبه بار دو را نوارها گوشه چهار که شود دقت
با است برابر نباشند نوار این در نمونه m اینکه احتمال و ١− ϵ

۴ با است برابر نباشد نوار ی در تصادف نمونه ی اینکه احتمال
میبایست که ۴

(
١− ϵ

۴
)m با است برابر حداکثر نباشند نوار چهار این از دام هیچ در نمونه m این اینکه احتمال و

(
١− ϵ

۴
)m

داریم. بنابراین .δ با باشد برابر حداکثر

۴
(
١− ϵ

۴

)m

≤ δ(
١− ϵ

۴

)m

≤ δ

۴

داشت. خواهیم ١− x ≤ e−x نابرابری از استفاده )با
١− ϵ

۴

)m

≤ exp [−ϵm

۴
] ≤ δ

۴

داشت خواهیم شود گرفته اریتم ل بالا نابرابری طرفین از اگر

−ϵm

۴
≤ log

δ

۴

با است برابر مساله این موفق یادگیری برای نیاز مورد های نمونه تعداد کمترین بنابراین

m ≥ ۴
ϵ
log

۴
δ

است. دارا را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت محورها موازی اضلاع با های مستطیل یادگیری مساله نتیجه در
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R

R’

r1

r2

r3

r4

Figure 2.3 Illustration of the regions r1, . . . , r4.

representation of points in R2 and axis-aligned rectangles, which can be defined by
their four corners, is constant. This proves that the concept class of axis-aligned
rectangles is PAC-learnable and that the sample complexity of PAC-learning axis-
aligned rectangles is in O( 1

ϵ log 1
δ ).

An equivalent way to present sample complexity results like (2.6), which we will
often see throughout this book, is to give a generalization bound . It states that with
probability at least 1 − δ, R(RS) is upper bounded by some quantity that depends
on the sample size m and δ. To obtain this, if suffices to set δ to be equal to the
upper bound derived in (2.5), that is δ = 4 exp(−mϵ/4) and solve for ϵ. This yields
that with probability at least 1 − δ, the error of the algorithm is bounded as:

R(RS) ≤
4
m

log
4
δ
. (2.7)

Other PAC-learning algorithms could be considered for this example. One alterna-
tive is to return the largest axis-aligned rectangle not containing the negative points,
for example. The proof of PAC-learning just presented for the tightest axis-aligned
rectangle can be easily adapted to the analysis of other such algorithms.

Note that the hypothesis set H we considered in this example coincided with the
concept class C and that its cardinality was infinite. Nevertheless, the problem
admitted a simple proof of PAC-learning. We may then ask if a similar proof
can readily apply to other similar concept classes. This is not as straightforward
because the specific geometric argument used in the proof is key. It is non-trivial
to extend the proof to other concept classes such as that of non-concentric circles
(see exercise 2.4). Thus, we need a more general proof technique and more general
results. The next two sections provide us with such tools in the case of a finite
hypothesis set.

مفهوم و شده تولید فرضیه بین خطای ۴ .٢ ل ش

متناه فرضیه فضای برای ای نمونه پیچیدگ ٢. ٣. ١

نمونه ای پیچیدگ کران بخش این در بودند. سازگار اموزش داده های با م شود تولید وریتم ال توسط که ای فرضیه شده یاد های مثال در

کردن پیدا هدف چون م کنیم. محاسبه باشد متناه |H| که حالت و سازگار های فرضیه برای را واقع خطای کران معادل صورت به و

برقرار c ∈ H شرط ر دی عبارت به یا باشد c مهفوم حاوی H فرضیه فضای که م کنیم فرض لذا است آموزش داده های با سازگار فرضیه

م نماید. محاسبه یادگیری وریتم ال از مستقل را کران این زیر قضیه باشد.
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.( متناه فرضیه فضای نمونه ای (پیچیدگ ٢. ٣ قضیه
که باشد آموزش مجموعه S = {(x١, y١), (x٢, y٢), . . . , (xm, ym)} مجموعه و ها فرضیه از متناه مجموعه ی H اگر
هر برای آنگاه باشند. شده گذاری برچسب c ∈ C مفهوم توسط و باشند شده برداری نمونه هم از مستقل بطور و D توزیع از
دست کم احتمال با زیر نابرابری های نماید تولید را h ∈ H سازگار فرضیه A یادگیری وریتم ال اگر ،٠ < δ < ١

٢ و ٠ < ϵ < ١
٢

هستند.. برقرار ١− δ

m ≥ ١
ϵ

[
log|H|+ log

١
δ

]
(٢. ٢٨)

R(h) ≤ ١
m

[
log|H|+ log

١
δ

]
(٢. ٢٩)

این های فرضیه بازنمایی برای لازم های بیت تعداد یعن H فضای های فرضیه بازنمایی اندازه م توان را log|H| بالا، رابطه های در

است انعطاف پذیرتر احتمالا باشد بزرگتر فضا این هرچه که گونه ای به است فرضیه فضای غنای دهنده نشان معیار این واقع در دانست. فضا

نشان را فرضیه فضای غنای به خوبی الزما معیار این که که م دهیم نشان ادامه در باشد. داشته خود در را مفهوم به نزدی فرضیه م تواند و

نم دهد.

خطای که باشد داشته وجود سازگاری فرضیه اینکه احتمال را. (٢. ٢٩) نابرابری سپس و میآوریم بدست (٢. ٢٨) را نابرابری نخست برهان
با است برابر ϵ از بیشتر آن واقع

P
[
∃h ∈ H

∣∣∣ R̂(h] = ٠&R(h) > ϵ
]
= P

[
(R̂(h١) = ٠ ∧ R(h١) > ϵ) ∨ (R̂(h٢) = ٠ ∧ R(h٢) > ϵ) ∨ . . .

]
≤

∑
hi∈H

P
[
R̂(hi) = ٠ ∧ R(hi) > ϵ

]
(٢. ٣٠)

≤
∑

hi∈H

P
[
R̂(hi) = ٠

∣∣∣ R(hi) > ϵ
]
. (٢. ٣١)

است آمده بدست اجتماعات  کران نابرابری از استفاده با (٢. ٣٠) نابرابری

P

[
K⋃
i=١

Ai

]
≤

K∑
i=١

P [Ai] (٢. ٣٢)

انگاه باشد R(h) > ϵ که یرید ب نظر در را h ∈ H هر حال است. آمده بدست شرط احتمال قاعده از استفاده با نیز (٢. ٣١) نابرابری و

نمود. محاسبه زیر صورت به م توان را باشد سازگار آموزش داده های با h اینکه احتمال

P
[
R̂(h) = ٠|R(h) > ϵ

]
≤ (١− ϵ)m (٢. ٣٣)

نماید بندی دسته اشتباه را نمونه ی h اینکه احتمال باشد. R(h) > ϵ که کنید فرض است. آمده بدست زیر روش از بالا نابرابری

h اینکه احتمال و بود خواهد ١− ϵ مساوی یا تر کوچ نماید بندی دسته درست را نمونه ی h اینکه احتمال نتیجه در و است ϵ از بزرگتر

داشت. خواهیم (٢. ٣١) نابرابری در بالا رابطه دادن باقرار است. (١− ϵ)m مساوی یا تر کوچ نماید بندی دسته درست را نمونه m همه

∑
hi∈H

P
[
R̂(hi) = ٠|R(hi) > ϵ

]
≤ |H|(١− ϵ)m ≤ δ (٣۴ .٢)

داشت. خواهیم بالا نابرابری و ١− x ≤ e−x نابرابری از استفاده با

|H|(١− ϵ)m ≤ |H| exp (−ϵm) ≤ δ (٣۵ .٢)



درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل ٢١٩. ٣

میآید. بدست زیر نابرابری نابرابری، این سازی ساده با

m ≥ ١
ϵ

[
log|H|+ log

١
δ

]
. (٣۶ .٢)

م آید. بدست زیر نابرابری نماییم، حل ϵ براساس را (٢. ٢٨) نابرابری است کاف (٢. ٢٩) نابرابری آوردن بدست برای

ϵ ≥ ١
m

[
log|H|+ log

١
δ

]
. (٢. ٣٧)

(٢. ٢٩) نابرابری نتیجه در و بود خواهد کمتر ϵ مقدار کمترین از واقع خطای همیشه لذا است ϵ واقع خطای بالای کران اینکه به توجه با

■ م گردد. اثبات قضیه و م آید بدست

هزینه است. درست تقریبا احتمالا یادگیری وریتم ال ی A سازگار وریتم ال هر است متناه H که هنگام که م دارد بیان بالا قضیه

آن در c نهایی مفهوم که م کنیم انتخاب را فرضیه بزرگتری های H مجموعه از که است این م پردازیم سازگار وریتم های ال برای که ای

بیشتر نابرابری این چپ سمت است ن مم باشد بزرگ خیل |H| اگر که است این (٣۵ .٢) نابرابری لات مش از ی .c ∈ H یعن است

کران این باشد |H| = ∞ اگر یعن نیست. سفت بزرگ های |H| برای کران این که است این کران این الات اش از ی باشد. ی از

م آوریم. بدست را یادگیر مساله چند برای لازم های نمونه تعداد بالا، قضیه به توجه با حال نیست. مناسب اصلا

متغیر). n از عطف ترکیب (یادگیری ٢. ١٠ مثال
نمونه چند به مساله این یادگیری برای شود. ساخته ( متغیر(ویژگ چند عطف ترکیب از که باشد فرضیه ای فضای H کنید فرض

است؟ نیاز
ویژگ های تعداد n که بود خواهد |H| = ٣n نتیجه در داد قرار را یا ? و آن نقیض متغیر، آن م توان متغیر هر جای به مساله این در

داریم (٢. ٢٨) نابرابری از استفاده با بنابراین است. مساله

m ≥ ١
ϵ

[
log|H|+ log

١
δ

]
=

١
ϵ

[
log ٣n + log

١
δ

]
=

١
ϵ

[
n log ٣+ log

١
δ

]
.

احتمالا یادگیری قابلیت مساله این پس است پارامترهایش از چندجمله ای تابع ی مساله این یادگیری برای نمونه ای پیچیدگ چون
دارد. را درست تقریبا

م کنیم. بررس را دودویی تابع یادگیری مسال ادامه در

متغیر). n با دودویی توابع همه فضای از (یادگیری ٢. ١١ مثال
است؟ نیاز نمونه چند به مساله این یادگیری برای شود. ساخته متغیر n از که باشد دودویی توابع همه فرضیه فضای H کنید فرض

داریم (٢. ٢٨) نابرابری از استفاده با بنابراین بود. خواهد فرضیه |H| = ٢٢
n دارای فرضیه فضای مساله این در

m ≥ ١
ϵ

[
log|H|+ log

١
δ

]
=

١
ϵ

[
log ٢٢

n

+ log
١
δ

]
=

١
ϵ

[
٢n log ٢+ log

١
δ

]
.



یادگیری رسم های مدل ٢ ٢٠

ندارد. را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت لذا نیست n اساس بر ای جمله چند ای نمونه پیچیدگ اینکه به توجه با

دارد را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت مفاهیم کلاس این که کنیم ادعا میتوانیم گیریم نظر در کوچ و ثابت عدد ی را n اگر

از برخ برای است. تناقض در درست تقریبا احتمالا یادگیری تعریف با که م کند رشد نمایی صورت به n با نمونه ای پیچیدی همچنان اما

ساده تر، مسایل از بسیاری برای اما م شود. نمونه  ای پیچیدگ شدن نمایی سبب که است ٢n فرضیه داخل های عبارت تعداد دودویی، توابع

ی c ∈ C مفاهیم تمام برای ها نمونه تعداد میبایست که آنجایی آز ندارد. نمایی نمونه ای پیچیدگ به نیاز و است تر ساده بسیار بازنمایی

درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت مساله این که نم دهد نتیجه بالا مثال برای قضیه کران باشد پارامترهایش براساس چندجمله ای تابع

کران ی قضیه، در شده مشخص کران زیرا ندارد. را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت مساله این که کند نم بیان قضیه این اما دارد را

این آیا اینکه پرسش کنیم. استفاده مساله این درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت دادن نشان برای قضیه این از نم توانیم ما و نیست سفت

است. باز مساله ی دهه، دو از بیش برای نه یا دارد را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت مساله

.( متناه فرضیه فضای درست تقریبا احتمالا یادگیری (قابلیت ۴ .٢ قضیه
دارد. را درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت بالقوه متناه فرضیه فضای هر

فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل ۴ .٢

است مهم (٣۵ .٢) نابرابری اساس براین ند. می تولید را سازگار فرضیه ی یادگیری وریتم ال و است C ⊂ H که کردیم فرض این از پیش

شده فرض نابرابری این در مینماید. مشخص را است صفر آموزش خطای که حالت در موفق یادگیری ی برای کاف های نمونه تعداد زیرا

بیش آموزش خطای نتیجه در و نباشد سازگار شده تولید فرضیه است ن مم زیر دلایل به کاربردها بیشتر در اما باشد. R̂(h) = ٠ که است

.c 6∈ H ر دی عبارت به یا باشد داشته را c مفهوم دادن نشان توانایی که نیست غن کاف اندازه به H فرضیه فضای الف) داریم. صفر از

تابع ی و باشد نداشته جود و قطع c است ن مم ج) و نباشد پذیر ان ام سازگار h فرضیه کردن پیدا کردن پیدا محاسبات نظر از ب)

از بیشتر آموزش خطای مسایل، این در نتیجه در نباشد. صفر آموزش خطای است ن مم نباشد c شامل H ه صورتی در باشد. تصادف

ن مم شده، یاد ل مش بر علاوه باشد. کم واقع و آموزش خطای دارای که است مناسب صورت در آمده بدست فرضیه البته داریم. صفر

صفر از بزرگتر آموزش خطای نیز حالت این در لذا کرد. پیدا آموزش های داده با سازگار فرضیه ی نتوان و باشند نویزی نیز ها داده است

که کردیم فرض این از پیش کنیم. بازنگری را پیشین های مدل فرضیات و تعاریف تا داریم نیاز ما شد گفته که دلایل به توجه با داریم.

به ها برچسب بنابراین م شوند. زده برچسب دارد را آموزگار نقش که c معین تابع با سپس و م شوند برداری نمونه D توزیع از ها نمونه

که دارد وجود (x, y) نمونه های زوج روی D احتمال توزیع تابع ی که م کنیم فرض جا این در نم شوند. مشخص احتمالات صورت

م شود. اصلاح زیر صورت به واقع خطای بنابراین م شوند. برداری نمونه توزیع این از ها نمونه

R(h) = P
(x,y)∼D

[h(x) 6= y]

=
∑

h(x)̸=y

D(x, y). (٢. ٣٨)

فرضیه ای چنین است ن مم شده بیان شرایط در اما باشد. پایین واقع خطای دارای بالا احتمال با که کنیم پیدا hی فرضیه که است این هدف

hی فرضیه کردن پیدا هدف نتیجه در باشد. H درون فرضیه بهترین به نزدی که کنیم پیدا را فرضیه ای م توانیم ما و باشد نداشته وجود
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پیدا توانایی که دارد وجود وریتم ال که م کردند فرض پیشین های مدل همچنین باشد. minh R(h) به نزدی آن واقع خطای که است

که نیم می بررس را وریتم هایی ال بنابراین ندارد. وجود ر دی حالت این در فرض این دارد. را آموزش داده های با سازگار فرضیه کردن

آموزش داده های روی تجربی خطای اساس بر سازگاری این باشد. داشته داده ها با را سازگاری بیشترین که م کنند پیدا را h ∈ H فرضیه

وریتم های ال بیشتر نماید. کمینه را آموزش خطای که باشیم فرضیه ای دنبال به ما مسایل این در که است این روش ی م شود. تعریف

م گویند. ٣ تجربی خطای سازی کمینه وریتم های ال ها، وریتم ال این به هستند. گونه این از م روند کار به اکنون هم که ماشین یادگیری

ر دی دلایل است. واقع خطای سازی کمینه به خوبی تقریب تجربی خطای سازی کمینه که است این ها وریتم ال این کارگیری به دلیل

تجربی خطای کمینه سازی وریتم های ال واقع در نمود. خواهیم بیان بعدی بخش های در را ماشین یادگیری در ها وریتم ال این ارگیری ب برای

نند. می انتخاب زیر صورت به S آموزش مجموعه برای را herm فرضیه

herm = argmin
h∈H

R̂(h). (٢. ٣٩)

درست به H فرضیه فضای آنکه نخست شوند. انتخاب درست به باید که دارد وجود نکته دو تجربی، خطای سازی کمینه وریتم های ال در

حال گردد. انتخاب درست به م گردد تعیین خطا) (تابع هزینه تابع اساس بر که تجربی خطای سازی کمینه شیوه آنکه دوم و شود انتخاب

م شود. بیان مثال ی موضوع شدن روشن برای

.( خط (رگرسیون ٢. ١٢ مثال
که S = {(x١, y١), (x٢, y٢), . . . , (xm, ym)} صورت به آموزش مجموعه که یرید ب نظر در را خط رگرسیون مساله
فرض همچنین باشند. شده برداری نمونه مستقل صورت به Dو توزیع براساس آموزش مجموعه نمونه های و yi ∈ R و xi ∈ Rn

H = {hw : X 7→ Y|hw(x) = 〈x,w〉} برابر فرضیه ها مجموعه و ها xi مقادیر سطرهایش که باشد ماتریس A که کنید
کنیم تعریف زیر صورت به را هزینه) (تابع تجربی خطای تابع اگر باشد.

R̂(h) =
١
m

m∑
i=١

[h(xi)− yi]
٢
, (۴٢. ٠)

ند. می تولید را زیر فرضیه تجربی، خطای سازی کمینه وریتم ال ی

w∗ = argmin
w∈Rn

١
m

m∑
i=١

[h(xi)− yi]
٢ (۴٢. ١)

= argmin
w∈Rn

‖Aw − y‖٢ (۴٢. ٢)

میآید. بدست زیر فرضیه معادله این حل با است. شده پر ها yi مقادیر با است برداری y که

w∗ =
(
ATA

)−١
ATy. (۴٢. ٣)

نیست. چنین همیشه اما مینماید تولید ما برای بسته پاسخ ی تجربی خطای سازی کمینه وریتم ال مساله، این در واقع در

را واقع خطای کمترین که فرضیه ای یعن فرضیه بهترین که دارد وجود مهم پرسش ی تجربی خطای سازی کمینه وریتم های ال در

صورت به را آن واقع خطای و hopt صورت به را فرضیه بهترین است؟ اندازه چه فرضیه این واقع خطای مقدار و است کدام باشد داشته

3Empirical risk minimization algorithms (ERM)
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با است برابر و م دهیم نشان R∗

R∗ = inf
h∈H

R(h). (۴۴ .٢)

است حصول قابل است معروف بهینه بیز دسته بند به که زیر بند دسته با است معروف بیز خطای به که واقع خطای مقدار بهترین

hopt =

{
١ if P [y = ١ | x] ≥ ١

٢
٠ if P [y = ١ | x] < ١

٢
(۴۵ .٢)

بر و نمود محاسبه را بیز خطای مقدار نم توان بیز بهینه بند دسته برای شناسد نم را آن و ندارد دسترس D توزیع به یادگیر اینکه به توجه با

نم کند. تولید بیز بهینه بند دسته به نسبت کمتری واقع خطای بندی دسته هیچ که داد نشان م توان زیر قضیه اساس

بیز). بهینه بند دسته (خطای ۵ .٢ قضیه
بهینه بند دسته خطای از کمتر خطایی که ندارد وجود بندی دسته هیچ ر دی عبارت به است. R∗ برابر بیز بهینه بند دسته خطای

نماید. تولید را بیز

■ دهید. انجام تمرین عنوان به را قضیه این اثبات برهان

داده S آموزش مجموعه برای منظور این برای نمایند. پیدا را minh∈H R(h) که است این ماشین یادگیری های روش همه هدف

تجربی حطای کمینه سازی که دهیم نشان بتوانیم باید نمود استفاده رد روی این از بتوان اینکه برای م کنیم. کمینه را تجربی خطای شده،

باید ر دی بیان به نمود. پیش بین تجربی خطای اساس بر را واقع خطای کران م توان کم دست یا م شود واقع خطای کمینه سازی سبب

است. برقرار زیر نابرابری ١− δ احتمال با h ∈ H فرضیه های همه برای که وییم −R(h)∣∣∣ب R̂(h)
∣∣∣ ≤ ϵ (۴۶ .٢)

باشد. برقرار زیر نابرابری ϵ, δ ∈ (٠, ١) همه برای که کنیم پیدا گونه ای به باید را m پایین کران ر دی بیان به یا

P
[∣∣∣∣R(herm)− min

h∈H
R(h)

∣∣∣∣ > ϵ

]
< δ (۴٢. ٧)

herm اگر که م دهد را نتیجه این (۴۶ .٢) م نماید.نابرابری تولید را آن تجربی خطای سازی کمینه وریتم ال که است فرضیه ای herm که

داریم hها ∈ H همه برای آنگاه نماید کمینه را تجربی خطای

R(herm) ≤ R̂(herm) + ϵ (۴٢. ٨)

≤ R̂(h) + ϵ (۴٢. ٩)

≤ (R(h) + ϵ+ ϵ (۵٢. ٠)

= R(h) + ٢ϵ. (۵٢. ١)

چون آمده است. بدست زیر صورت به (۵٢. ٠) رابطه آمده است. بدست (۴٢. ٩) رابطه م کند کمینه را تجربی خطای herm اینکه بدلیل

داریم (۴۶ .٢) نابرابری از م نماید کمینه را تجربی خطای herm

− ϵ ≤ R(h)− R̂(h) ≤ ϵ (۵٢. ٢)
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م رسیم. زیر نابرابری به بالا نابرابری سازی ساده با

R̂(h) ≤ R(h) + ϵ. (۵٢. ٣)

بعلاوه فرضیه ها همه خطای کمینه از م آید بدست تجربی خطای سازی کمینه از که فرضیه ای واقع خطای که م دارد بیان بالا نابرابری

برای م نماید تولید را H مجموعه فرضیه های همه برای خطا پایین کران به نزدی واقع خطای فرضیه این نتیجه در نخواهد بود. بیشتر ٢ϵ

این نماییم. اثبات را (۴۶ .٢) نابرابری یعن نماییم ثابت h ∈ H همه برای را نواخت ی رایی هم م بایست نابرابری، این نمودن ثابت

نواخت ی رایی هم اینکه از پیش است. فرض پیش  بدون درست تقریبا احتمالا یادگیر ی خطا کمینه سازی وریتم ال که م کند بیان نابرابری

سازگار آمده بدست فرضیه که حالت برای را درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل یافته توسعه مدل نخست نماییم، ثابت h ∈ H همه برای را

از پیش که فرضیات زیرا م شود تعریف زیر صورت به و م گویند ۴ فرض پیش بدون یادگیری مدل را یادگیری مدل این م کنیم. بیان نباشد

یادگیر نماید کمینه را آموزش خطای که م کند پیدا را فرضیه ای تنها و c 6∈ H که نم کند فرض که یادگیری ندارد.این ر دی را داشتیم این

ندارد. C ⊂ H شرط باره در الزام زیرا م شود نامیده فرض پیش بدون

A یادگیری وریتم ال باشد. فرضیه فضای ی H کنید فرض فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری

هر برای که گونه ای به داشته باشد وجود p جمله ای چند ی اگر است فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری وریتم ال ی

اندازه با آموزش مجموعه هر برای X × Y روی D توزیع هر برای و δ ∈ (٠, ١) و ϵ ∈ (٠, ١)

m ≥ p

(
١
ϵ
,
١
δ
, |x|, |C|

)
(۵۴ .٢)

است. برقرار م شود تولید S آموزش مجموعه دیدن با A یادگیری وریتم ال توسط که hs فرضیه برای زیر نابرابری

P
[∣∣∣∣R(hs)− min

ĥ∈H
R(ĥ)

∣∣∣∣ ≤ ϵ

]
≥ ١− δ (۵۵ .٢)

٢. ١٠ تعریف

نمود. تعریف زیر صورت به مدل این در را کارا وریتم ال م توان بالا، تعریف براساس

در است آمده ٢. ١٠ تعریف در که A وریتم ال اگر کارا فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری وریتم ال

کارا فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری وریتم ال ی وریتم، ال این به انگاه شود اجرا p( ١ϵ
١
δ , |x|, |c|) چندجمله ای زمان

م گویند.

٢. ١١ تعریف

ویژگ این اینکه برای است. پیش فرض بدون درست تقریبا احتمالا یادگیر وریتم ال ی خطا کمینه سازی وریتم ال شد بیان که همان گونه

تصادف به صورت که مجموعه ای ی روی ١ − δ دست کم احتمال با ،h ∈ H فرضیه های همه برای که کنیم اثبات باید بدهیم نشان را

ادامه در که م شود بیان نواخت ی رایی هم ویژگ توسط نیازمندی ها این است. برقرار (۵۵ .٢) نابرابری شده باشد انتخاب نمونه فضای از

م شود. بیان

4Agnostic learning model
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رایی هم ویژگ دارای زیان) یا (هزینه خطا تابع و X × Y دامنه به توجه با H ویژگ فضای نواخت ی رایی هم

هر برای و δ ∈ (٠, ١) و ϵ ∈ (٠, ١) هر برای که به گونه ای داشته باشد وجود mUC
H : (٠, ٢(١ 7→ N تابع ی اگر است نواخت ی

شده باشند نمونه برداری D توزیع با و مستقل به صورت m ≥ mUC
H (ϵ, δ) اندازه با S آموزش مجموعه اگر ،X ×Y روی D توزیع

است. برقرار زیر نابرابری آنگاه

P
[
∀h ∈ H

∣∣∣R(h)− R̂(h)
∣∣∣ ≤ ϵ

]
≥ ١− δ

٢. ١٢ تعریف

و h ∈ H فرضیه های همه برای که مشخص اندازه با آموزش مجموعه ی داشتن که است معن این به بالا تعریف در نواخت ی واژه

آموزش مجموعه اندازه کمترین به mUC
H تابع داشتیم، این از پیش که نمونه ای پیچیدگ مشابه م کند. کار دامنه روی ن مم های توزیع همه

کاف و لازم شرط نواخت ی ویژگ که خواهیم داد نشان بعد فصل  های در است. برقرار نواخت ی رایی هم ویژگ آن برای که م کند اشاره

است. یادگیری قابلیت برای

م کنیم. بررس را آن و م گیریم نظر در باشیم داشته فرضیه ی تنها که ساده حالت نخست کنیم اثبات را (۴۶ .٢) رایطه اینکه از پیش

فرض). پیش بدون یادگیر برای خطا (کران ۶ .٢ قضیه
ثابت هر برای آنگاه باشد شده برداری نمونه D از سان ی توزیع با و مستقل بصورت که نمونه m با آموزش مجموعه ی S اگر

است برقرار زیر نابرابری h : X 7→ {٠, ثابت{١ فرضیه هر و δ > ٠

R(h) ≤ R̂(h) +

√
ln ٢

δ

٢m
(۵۶ .٢)

X١, . . . , Xm که کنید فرض م دهیم. شرح را م رود کار به قضیه اثبات در که را هافدینگ نابرابری نخست قضیه، این اثبات از پیش

Sm = برای زیر نابرابری  ،ϵ > ٠ هر برای انگاه باشد. برقرار Xi ∈ [ai, bi] شرط iها همه برای که باشند مستقل تصادف متغیرهای

است. برقرار
∑m

i=١ Xi

P [|Sm − E [Sm]| ≥ ϵ] ≤ ٢ exp
[
−٢ ϵ٢∑

i(bi − ai)٢

]
(۵٢. ٧)

زیر صورت به را zi متغیر ،i ∈ {١, ٢, . . . ,m} هر برای م شود. انجام زیر صورت به (۵٢. ٧) نابرابری کم با قضیه این اثبات برهان

م کنیم. تعریف

zi =

{
١ if h(xi) 6= yi
٠ if h(xi) = yi

(۵٢. ٨)

داریم هافدینگ نابرابری و .R(h) = E
[
R̂(h)

]
و R̂(h) = ١

m

∑m
i=١ zi به توجه با

P
[∣∣∣R̂(h)−R(h)

∣∣∣ ≥ ϵ
]
≤ ٢ exp

(
−٢mϵ٢

)
≤ δ. (۵٢. ٩)

داشت. خواهیم شود گرفته log نابرابری این طرفین از و باشد δ از تر کوچ باید بالا نابرابری راست سمت اینکه به توجه با

ϵ ≥

√
ln ٢

δ

٢m
(۶٢. ٠)
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(١ − δ) کم دست احتمال با زیر نابرابری ،δ > ٠ هر برای فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل تعریف از استفاده با و

است. برقرار

∣∣∣R(h)− R̂(h)
∣∣∣ ≤

√
ln ٢

δ

٢m
(۶٢. ١)

■

. ٢. ١ نتیجه
است. برقرار (١− δ) کم دست احتمال با زیر نابرابری ،δ > ٠ هر برای آنگاه یرید ب نظر در را h : X 7→ {٠, ١} فرضیه

R(h) ≤ R̂(h) +

√
ln ٢

δ

٢m
(۶٢. ٢)

دهیم قرار δ برابر را (۵۶ .٢) معادله راست سمت اگر برهان

٢e(−٢mϵ٢) = δ (۶٢. ٣)

داشت خواهیم نماییم حل ϵ برای سپس و

ϵ٢ =
ln ٢

δ

٢m
(۶۴ .٢)

داریم لذا است. ۶ .٢ قضیه در
∣∣∣R̂(h)−R(h)

∣∣∣ پایین کران ϵ اما

∣∣∣R̂(h)−R(h)
∣∣∣٢ ≥ ϵ٢ =

ln ٢
δ

٢m
(۶۵ .٢)

∣∣∣R̂(h)−R(h)
∣∣∣ ≥

√
ln ٢

δ

٢m
(۶۶ .٢)

R̂(h)−R(h) ≥

√
ln ٢

δ

٢m
(۶٢. ٧)

داشت خواهیم لذا و

R(h) ≤ R̂(h) +

√
ln ٢

δ

٢m
(۶٢. ٨)

■

را م شود تولید S آموزش داده های براساس یادگیری وریتم ال توسط که h فرضیه برای م توان را ٢. ١ نتیجه ی در آمده بدست کران آیا

متغیر ی h (ب) و م شود مشخص یادگیری وریتم ال توسط اینجا در و است ثابت فرضیه ی h (الف) زیرا است منف پاسخ داد؟ تعمیم

R(h) زیرا نیست برقرار E
[
R̂(h)

]
= R(h) رابطه ر دی ٢. ١ نتیجه ی در بنابراین است. وابسته S آموزش مجموعه به که است تصادف

م دهیم. تعمیم منظور این برای را ٢. ١ نتیجه ی م شود بیان ادامه در که قضیه ای در ثابت. عدد ی R̂(h) و است تصادف متغیر ی
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فرض). پیش بدون یادگیر برای خطا (کران ٢. ٧ قضیه
همه برای زیر نابرابری ،(١− δ) کم دست احتمال با δ > ٠ هر برای آنگاه باشد فرضیه ها از متناه مجموعه ای H که کنید فرض

است. برقرار h ∈ H فرضیه های

R(h) ≤ R̂(h) +

√
log|H|+ log ٢

δ

٢m
(۶٢. ٩)

نتیجه ی اعمال سپس و اجتماعات کران اساس بر آنگاه باشند، H مجموعه اعضا {h١, h٢, . . . , h|H|} فرضیه های که کنید فرض برهان

داشت خواهیم ٢. ١

P
[
∃h ∈ H :

∣∣∣R̂(h]−R(h)
∣∣∣ ≥ ϵ

]
= P

[(∣∣∣R̂(h١)−R(h١)
∣∣∣ ≥ ϵ

)
∨ . . . ∨

(∣∣∣R̂(h|H|)−R(h|H|)
∣∣∣ ≥ ϵ

)]
≤

∑
hi∈H

P
[
|R̂(hi]−R(hi)| ≥ ϵ

]
(٢. ٧٠)

≤ ٢|H| exp
(
−٢mϵ٢

)
≤ δ. (٢. ٧١)

■ م شود. کامل قضیه اثبات ϵ براساس بالا معادله حل با و

خواهدشد. زیر بصورت فضا یادگیری نمونه ای پیچیدگ کنیم حل m براساس را (٢. ٧١) نابرابری اگر

m ≥ ١
٢ϵ٢

[
log|H|+ log

٢
δ

]
(٢. ٧٢)

خطای اما م شود کمتر تجربی خطای باشد بزرگتر |H| هرچه و م شود کمتر واقع خطای باشد بزرگتر m هرچه که م دهد نشان بالا قضیه

م دهد. نتیجه را اوکام تیغ موضوع این گیرد. صورت واقع خطای و فرضیه فضای بین مصالحه ای باید بنابراین م یابد. افزایش واقع
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٣

متناه براساس اثبات این باشد. یادگیری قابل مساله است ن مم آنگاه باشد متناه فرضیه فضای H اگر که داده شد نشان پیش بخش در

محورها، موازی اضلاع با مستطیل هایی آستانه ی بعدی، همانند فرضیه فضاهای از مختلف مثال های این از پیش شده است. بنا H بودن

قابل پیش بخش در آمده بدست کران های نتیجه در . بودند یادگرفتن یادگیری، مختلف مدل های در اما نبودند. متناه که داشتیم بازه و خط

نیست مهم H فضای اندازه دلیل همین به نیست. جمله ای چند توابع فضای و خط ها فضای همانند نامتناه فرضیه های فضای به تعمیم

در ln |H| جمله م بایست نماییم استفاده فرضیه ها فضای این از بتوانیم اینکه برای است.. مهم فضا این بودن غن یا توصیف قدرت ه بل

زین جای دهند نشان را فرضیه فضای توصیف قدرت یا غنا یا پیچیدگ که ری دی معیارهای با را ای نمونه پیچیدگ یا واقع خطای کران

نمایش حقیق پارامتر k تابع با فرضیه هر ،H فضای در که کنید فرض باشیم داشته را فرضیه ها پیچیدگ از بهتری شهود اینکه برای نماییم.

ابر ی در و پارامتر k = ٢n است محورها مواز آن اضلاع که بعدی n های مستطیل عب م فرضیه های فضای در نمونه برای شود. داده

دهیم. نشان کامپیوتر محدود حافظه در را فرضیه ها این م خواهیم ما حالت این در داریم. پارامتر k = n + ١ بعدی n فضای در صفحه

٢kb نمایش توان H فرضیه فضای نتیجه در و داشت خواهیم نیاز تابع نمایش برای بیت kb به نیاز دهیم نمایش بیت b با را پارامتر هر اگر

به توجه با این صورت در باشد سازگار آموزش های داده با شده پیدا فرضیه که کنید فرض سادگ برای داشت. خواهد را متفاوت فرضیه

زیر پایین کران دارای پیچیدگ ای، نمونه پیچیدگ کران در مقدار این ذاری جای با و است فرضیه |H| = ٢kb دارای فرضیه فضای اینکه

بود. خواهد

m = O

(
١
ϵ

[
k + ln

١
δ

])
(٣. ١)

پیچیدگ برای را خط رابطه ی بالا کران چند هر است. پارامترها تعداد از خط تابع ی نیاز مورد های نمونه تعداد حالت این در

توانایی که معیار تعدادی بیان به بخش این ادامه در نیست. H فرضیه فضای بندی دسته یا توصیف قدرت گویای اما دهد م نشان ای نمونه

٢٧



رادمیچرا پیچیدگ و V C بعد ٣ ٢٨

شود م پرداخته دارند فرضیه فضای توصیف قدرت و پیچیدگ بیان در بیشتری

رشد تابع ٣. ١

برای H فرضیه فضای رشد تابع باشد. آموزش مجموعه S = {(x١, y١), (x٢, y٢), . . . , (xm, ym)} و فرضیه فضای H که کنید فرض

م شود. تعریف زیر صورت به م شود داده نشان ΠH(S) با که S آموزش مجموعه

بوسیله S ن مم های بندی دسته تعداد با است برابر S آموزش مجموعه برای H فرضیه فضای رشد تابع رشد تابع

.H

٣. ١ تعریف

و h ∈ H فرضیه فضای هر برای لذا .(h(x١), h(x٢), . . . , h(xm)) مجزای بردارهای تعداد با است برابر ΠH(S) ر دی عبارت به

است. برقرار زیر نتیجه که داد نشان توان م S آموزش مجموعه هر برای

. ٣. ١ نتیجه
است. برقرار Π(S) ≤ ٢m نامساوی S آموزش مجموعه برای و H فرضیه فضای هر

فضای در توابع از بسیاری زیرا است ن مم بندی های دسته تعداد بیشترین فرضیه ها فضای توصیف قدرت نمایش در مهم فاکتور ی

با است برابر رشد تابع نتیجه در دارند. مشابه ای رفتارهای H

ΠH(m) = max{ΠH(s) | s ∈ Xm}. (٣. ٢)

م شود. بررس مختلف فرضیه فضاهای برای رشد توابع از مثال چند ادامه در گویند. م رشد تابع ،ΠH(S) تابع به

بعدی). ی آستانه (توابع ٣. ١ مثال
این م توان حالت دو به باشد نقطه ی دارای آموزش مجموعه اگر باشد. بعدی ی آستانه توابع از مجموعه ای H که کنید فرض
لذا زد. برچسب را نمونه این م توان حالت سه به باشد نقطه دو دارای آموزش مجموعه اگر .ΠH(S) = ٢ لذا زد. برچسب را نمونه
رشد تابع که گونه همان .ΠH(S) = m+١ با است برابر رشد تابع باشد نقطه m دارای آموزش مجموعه اگر و .ΠH(S) = ٣
x١ < x٢ < . . . < xm صورت به آموزش نمونه های که کنید فرض است. ٢m از تر کوچ بسیار تابع این مقدار م دهد نشان
اگر k ∈ [١,m − ١] هر برای نتیجه در .x ≥ θ اگر است hθ(x) = ١ ،θ ∈ R مقدار ی برای حال باشند. شده مرتب
m+ ١ دارای .(h(x١), h(x٢), . . . , h(xm)) بردار، نتیجه در است. hθ(xk+١) = ١ که م گیریم نتیجه باشد hθ(xk) = ١

بود. خواهد زیر مقدار
(٠, ٠, . . . , ٠), (٠, ٠, . . . , ١), . . . , (٠, ١, . . . , ١), (١, ١, . . . , ١)

با است برابر فضا این برای رشد تابع مقدار نتیجه در

ΠH(S) = m+ ١.

ها فرضیه این از بسیاری ه حالی در دارد وجود θ برای مقدار نهایت بی یعن است بی نهایت فضا این اندازه است روشن که گونه همان

است. ها فرضیه تعداد به نسبت بهتری پارامتر ی رشد تابع بنابراین نیستند. تفکی قابل و هستند هم همانند آموزش مجموعه برای
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خط). نیم های فرضیه (فضای ٣. ٢ مثال
مثبت برچسب م توانند θ از بزرگتر مقدار با های نمونه که تفاوت این با است بعدی ی آستانه توابع شبیه بسیار فرضیه کلاس این
داشته مثبت برچسب م توانستند تنها θ از بزرگتر مقدار با نمونه های بعدی ی آستانه توابع در ه حالی در داشته باشند. منف یا
بعدی ی آستانه توابع در بندی دسته برای مجزا های حالت تعداد برابر دو بندی دسته برای مجزا حالت های تعداد بنابراین باشند.

داشت. خواهیم نماییم کم را اند شده شمرده بار دو که هایی حالت تعداد اگر است.

ΠH(m) = ٢(m+ ١)− ٢ = ٢m. (٣. ٣)

بازه). های فرضیه (فضای ٣. ٣ مثال
زیر صورت به نمونه ی .H = {[a, b] | a < b ∈ R} عبارت به یا باشد. باشد بازه توابع از ای مجموعه H که کنید فرض

م شود. بندی دسته

h(x) =

{
١ ifx ∈ [a, b]
٠ ifx 6∈ [a, b]

(۴ .٣)

.ΠH(m) =
(
m+١
٢
)
+١ نتیجه در داشت. خواهیم مرزها از هرکدام قراردادن برای ١+mحالت باشیم داشته آموزش mنمونه اگر

داشت خواهیم نتیجه در و یرند ب قرار متوال نمونه دو بین بازه که دهد م رخ زمان +١ حالت

ΠH(m) =

(
m+ ١

٢

)
+ ١ = O

(
m٢) (۵ .٣)

است. ٢m از کمتر بسیار مقدار این هم باز که

است برقرار ΠH(S) < |H| شرط که آنجایی از .ΠH(S) = ٢m که داشت خواهیم نیاز H فرضیه فضای ی به حالت بدترین در

نمود. اثبات م توان را زیر قضیه لذا و کنیم پیدا نمونه ای پیچیدگ برای را تری سفت کران H جای به ΠH(S) بردن ار ب با م توانیم

سازگار). های فرضیه برای خطا (کران ٣. ١ قضیه
،δ > ٠ هر برای سازگار، های h ∈ H همه برای آنگاه پذیرند م را {−١+,١} مقدار که باشد توابع از ای خانواده H کنید فرض

است. برقرار زیر رابطه ١− δ کم دست احتمال با

R(h) = O

(
lnΠH(٢m) + ln ٢

δ

m

)
. (۶ .٣)

■ دهید. انجام تمرین عنوان به را قضیه این اثبات برهان

ناسازگار). های فرضیه برای خطا (کران ٣. ٢ قضیه
احتمال با ،δ > ٠ هر برای ها، h ∈ H همه برای آنگاه م پذیرند را {−١+,١} مقدار که باشد توابع از ای خانواده H کنید فرض

است. برقرار زیر رابطه ١− δ کم دست

R(h) ≤ R̂(h) +

√
٢ lnΠH(m)

m
+

√
ln ١

δ

٢m
. (٣. ٧)
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■ دهید. انجام تمرین عنوان به را قضیه این اثبات برهان

VC بعد ٣. ٢

تری سفت کران و بود فرضیه فضای اندازه به نسبت مناسب تری معیار رشد تابع که شد اشاره و گردید بیان رشد تابع پیش بخش در

همچنین است. خوب معیار ی نماید ایجاد م تواند فرضیه کلاس ی که مختلف بند های دسته تعداد یعن م دهد نتیجه آن به نسبت را

بیان مثال های اما است. ٢m حداکثر مجزا دو به دو های داده و m اندازه با آموزش مجموعه هر برای H بوسیله ن مم بندی های دسته تعداد

حالت ما اگر حال باشد. م پیچیده و سخت فضاها از بسیاری برای رشد تابع محاسبه و است ΠH(m) ≤ ٢m معمولا که دادند نشان شده

داده نشان اما م کند. تغییر آموزش مجموعه اندازه اینصورت در باشد داشته را ن مم بندی دسته ٢m همه ایجاد ان ام H که کنیم فرض را

بنابر دهد. پوشش را ن مم های گذاری برچسب از برخ نم تواند نظر مورد فرضیه کلاس باشد کمتر ٢m از رشد تابع اندازه اگر که شد

با آموزش مجموعه ی ن مم های گذاری برچسب تمام بندی دسته توانایی فرضیه کلاس ی که باشد این م تواند خوب معیار ی این

م پردازیم. آن معرف به بخش این در و است ١VC بعد آن نام که م دهد نتیجه را ر دی معیاری نگرش نوع این داشت. خواهد را اندازه چه

VC بعد تعریف برای است. راحت تر رشد تابع از نیز آن محاسبه و است ترکیبیات کاملا پیچیدگ معیار ی نیز رشد تابع همانند معیار این

از ی S مجموعه دورستگ ی یرید، ب نظر در را H فرضیه های مجموعه کرد. مشخص را ٣ تفکی و ٢ دورستگ مفاهیم باید ابتدا

m ≥ ١ با S مجموعه H فرضیه های مجموعه گوییم همچنین است. H فرضیه های از ی اساس بر S داده های برچسب گذاری راه های

چند نخست بخش این ادامه در .ΠH(m) = ٢m یعن بپوشاند، را S از ن مم دورستگ های همه H اگر کرده است، تفکی را نمونه

م شود. آورده مثال و تعریف

از ی بندی دسته از است عبارت H فرضیه فضای بوسیله m > ١ اندازه با S مجموعه دورستگ دورستگ

دسته. دو به S ن مم گذاری های برچسب

٣. ٢ تعریف

همه H اگر شود م ایجاد H فرضیه فضای بوسیله m > ١ اندازه با S مجموعه دورستگ های همه داده تفکی

.ΠH(m) = ٢m باشیم داشته یعن نماید. پذیر ان ام را S ن مم افرازهای یا ن مم گذاری های برچسب

٣. ٣ تعریف

م شود. تعریف زیر صورت به H فرضیه فضای VC بعد ها داده تفکی و دورستگ تعریف دو براساس

تفکی کامل طور به H توسط که مجموعه ای بزرگترین اندازه از است عبارت H فرضیه  فضای VC بعد VC بعد

عبارت به و  شود

V C(H) = max {m | ΠH(m) = ٢m} (٣. ٨)

۴ .٣ تعریف

سته ش H توسط آن دورستگ های همه که دارد وجود d اندازه از مجموعه ای آنگاه باشد برقرار V C(H) = d شرط اگر بنابراین

VC بعد محاسبه برای م شوند. سته ش H توسط کمتر یا و d اندازه از مجموعه  های همه دورستگ های که نیست معن این به اما م شود.
1Vapnik-Chervonenkis Dimension
2dichotomy
3shattering
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H توسط d اندازه از S مانند مجموعه ای دوبخش های همه که داد نشان باید کار این برای و م شود اثبات آن برای پایین کران ی معمولا

نم شود. سته ش H توسط d+ ١ اندازه از مجموعه ای هیچ که داد نشان باید VC بعد برای بالا کران ی کردن پیدا برای م شود. سته ش

بعدی). ی آستانه VC (بعد ۴ .٣ مثال
بود. خواهد V C(H) = ١ لذا و کند تفکی را نمونه ی م تواند تنها فضا این یرید. ب نظر در را بعدی ی آستانه فرضیه فضای

خط). ی روی (بازه های ۵ .٣ مثال
نقطه دو ای دسته دو های بندی دسته همه م توان نکته این مشاهده برای است. ٢ فرضیه مجموعه این برای VC بعد پایین کران

ی با ٣. ٢ ل ش در همچنین شده اند. تفکی هم از بازه ی توسط که شده است داده نشان ٣. ١ ل ش در که گرفت نظر در را
بنابراین کرد. تفکی هم از فرضیه مجموعه این توسط نم توان را نقاط از تایی سه مجموعه هیچ که شده است داده نشان مثال

.V C(H) = ٢

The growth function ofH is defined as

ΠH(m) = max
{S:|S|=m}

|ΠH(S)|.

For anyH, it measures the maximum number of different ways that functions inH can behave on any set of
points of a particular size. Note that |ΠH(m)| ≤ 2m.

Let’s look at some examples to get intuition.

Example 1. LetH be the class of one-dimensional threshold functions. Given a single point in (0, 1), there
are two ways that functions inH can label the point, so ΠH(1) = 2. Given two points, there are three ways
that functions inH can label them:

− −

− +

+ +

so ΠH(2) = 3. Given 3 distinct points in (0, 1), there are 4 different possibilities for h(S):

− − −

− − +

− + +

+ + +

so ΠH(3) = 4. In general, if we have m points, ΠH(m) = m + 1. Notice that this is significantly smaller
than the general bound 2m.

Example 2. Let H be the class of one-dimensional interval functions. Each function in the class is param-
eterized by two threshold values, a lower threshold (call this l) and an upper threshold (call this u). A point
x is labeled positive if x ∈ [l, u] and labeled negative otherwise.

Figure 1: Intervals

If we are given m distinct points in (0, 1). How many different behaviors can we observe? To answer
this question, it doesn’t matter where exactly the interval boundaries lie, what matters is which pairs of
points they lie between. Ourm points definem+1 regions in (0, 1). Then the number of different behaviors
equals the

(

m+1

2

)

different ways we can choose these regions plus 1 (which is the case obtained if the two
boundaries are in the same region and so all the points are labeled negative), which isO(m2). This is again
far less than the pessimistic exponential bound.

2

کرد. جدا هم از را آنها بازه ی با توان م که نقاط از ای نمونه ٣. ١ ل ش

It turns out that the growth function can be used to generate an error bound for infinite function classes.
Note that we are back to considering the realizable setting in which there is a perfect target function. We
will not discuss the proof of this result in class, but it is given in Chapter 3 of Kearns and Vazirani.

Theorem 1. Consider any concept classes C and H for input space X . Suppose we have an algorithm A
that for any target function c ∈ C, given a sample x1, . . . , xm ∈ X labeled by c, will return a function
h ∈ H consistent with this data. Then for any distribution D on X , for any c ∈ C, for any δ ∈ (0, 1/2), if
A is run on a sample ofm points drawn i.i.d. from D and labeled by c, then with probability at least 1− δ,

err(h) ≤ k

(

ln(ΠH(2m)) + ln(2/δ)

m

)

for a small constant k.

This bound is meaningless if the growth function is 2m. However, as we have seen, it is often much
smaller. The problem with this bound is that the growth function is a tricky quantity to calculate in general.
For this reason, it is useful to introduce another notion of complexity, the VC dimension.

2 VC Dimension

We say that a set S = {x1, . . . , xm} of size m is shattered by the class H if all possible labelings of S
are achievable by some h ∈ H. Formally, H shatters S if |ΠH(S)| = 2m. The VC dimension of H is the
cardinality of the largest set S that can be shattered byH.

The VC dimension is convenient because it can be calculated for many of classes of interest. To prove
that the VC dimension of a classH is d, it is necessary to 1) give an example of a set of d points that can be
shattered, and 2) prove that no set of d+ 1 points can be shattered.

Example 3. Once again, letH be the class of one-dimensional thresholds. It is easy to see that 1 point can
be shattered, but 2 cannot. Thus, V C(H) = 1.

Example 4. LetH be the class of one-dimensional intervals. We observe that 2 points can be shattered, but
3 cannot. (See Figure 2.) Thus, V C(H) = 2.

Figure 2: This configuration is not possible

3

کرد. جدا هم از را آنها بازه ی با توان نم که را ای نقطه سه ٣. ٢ ل ش

مختصات). محورهای موازی اضلاع با (مستطیل های ۶ .٣ مثال
لوزی ی روی نقطه ۴ منظور این برای است. ۴ کم دست VC بعد پایین کران که داد نشان م توان فرضیه ها از مجموعه این برای
مستطیل ی توسط م توان را نقاط این از دوتایی بندی دسته حالت های همه نیستند. محورها موازی آن اضلاع یریدکه درنظرب
برای اما کنیم. تفکی مستطیل ی با را آنها م توانیم که م دهد نشان را نقطه ۴ ای ر دی نمونه ی ٣. ٣ ل ش داد. تشخیص
قرار مستطیل این درون نقطه ی همواره یرید، ب نظر در را نقاط همه دربردارنده مستطیل ترین کوچ اگر صفحه در نقطه ۵ هر
اضلاع با مستطیل نم توان هرگز ۴ .٣ ل ش مطابق نقاط مابق به + برچسب دادن و آن به − برچسب دادن با و گرفت خواهد

است. ۴ با برابر فرضیه ها مجموعه این برای VC بعد بنابراین کند. تفکی هم از را کلاس ها این که یافت محورها موازی

بعدی). دو فضای در خطوط VC (بعد ٣. ٧ مثال
٣ م توانیم که دارد وجود نقطه ای سه ی کم دست ۵ .٣ ل ش مطابق یرید. ب نظر در را بعدی دو فضای در خطوط فرضیه فضای
۴ ی توانیم نم ل ش مطابق اما است ٣ با برابر VC بعد حداقل بنابراین کنیم. تفکی خط ی با را دوبعدی فضای در نقطه
۵ از کمتر دوبعدی فضای در خط VC بعد بنابرای نماییم. تفکی هم از خط ی با که کنیم بپیدا دوبعدی درفضای را نقطه ای 

است. ۴ مساوی دوبعدی فضای در خط VC بعد نتیجه در و است
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VC dim. of axis parallel 
rectangles in 2d 

There is a placement of 4 pts that can be shattered ) VC dim ≥ 4  
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VC dim. of axis parallel 
rectangles in 2d 

What’s the VC dim. of axis parallel rectangles in 2d? 
   

+ 
+ - 

- 

- 
- 

- + - - 
+ 

- 

- - 

- 
+ 

- 

+ 
- 

If VC dim = 4, then for all placements of 5 pts, there exists a labeling that 
can’t be shattered 

 

4 collinear 
2 in convex hull 1 in convex hull   

pentagon 
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.( متناه های فرضیه فضای برای VC بعد (کران ٣. ٣ قضیه
.V C(H) ≤ log |H|داشت خواهیم آنگاه باشد. متناه فرضیه فضای ی H اگر

است. برقرار زیر رابطه بنابراین باشد. V C(H) = d که کنید فرض برهان

ΠH(d) = ٢d. (٣. ٩)

دو از اگر .٢d = ΠH(d) ≤ |H| داریم بالا رابطه به توجه با و .ΠH(m) ≤ |H| داریم m > ١ اندازه با آموزش مجموعه هر برای اما

■ شود. م اثبات قضیه یریم ب اریتم ل بالا رابطه طرف

متغیر). n حداکثر عطف ترکیب VC (بعد ٣. ٨ مثال
است. برقرار زیر رابطه شود م ساخته آن نقیض یا ویژگ n حداکثر عطف ترکیب از که H فرضیه فضای برای

n ≤ V C(H) ≤ n log ٣. (٣. ١٠)

است. برقرار زیر لم که داد نشان م توان بردارای فضای هر برای کل درحالت

.( برداری فضای VC (بعد ٣. ١ لم
صورت به را F مجموعه اگر حال باشد. d <∞ برای Rd برداری فضای در توابع از مجموعه ای G کنید فرض

F = {x 7→ sgn (g(x)) | g ∈ G}

با است برابر فضا این VC بعد آنگاه باشد k با برابر G بعد اگر کنیم. تعریف

V C(F) ≤ k.

■ دهید. انجام تمرین عنوان به را لم این اثبات برهان

.(Sauer (لم ٣. ٢ لم
است: برقرار زیر رابطه m ∈ N هر برای آنگاه ،V C(H) = d با فرضیه ای H اگر

ΠH(m) ≤
d∑

i=٠

(
m

i

)
(٣. ١١)

■ دهید. انجام را آن تمرین عنوان به شما م گیرد. انجام m+ d روی استقرا کم به لم این اثبات برهان
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. ٣. ٢ نتیجه
داریم m ≥ d هر برای آنگاه ،V C(H) = d که طوری به باشد فرضیه ها از مجموعه ای H اگر

ΠH(m) ≤
(
em

d

)d

= O(md) (٣. ١٢)

داریم ٣. ٢ لم از بااستفاده برهان

ΠH(m) ≤
d∑

i=٠

(
m

i

)
(٣. ١٣)

≤
d∑

i=٠

(
m

i

)(m
d

)d−i

︸ ︷︷ ︸
>١

(١۴ .٣)

≤
m∑
i=٠

(
m

i

)(m
d

)d−i

(١۵ .٣)

=
(m
d

)d m∑
i=٠

(
m

i

)(
d

m

)i

ای جمله دو توزیع براساس (١۶ .٣)

=
(m
d

)d(
١+

d

m

)m

(١− x) ≤ e−xنامساوی براساس (٣. ١٧)

≤
(m
d

)d(
ed/m

)m

(٣. ١٨)

=
(m
d

)d
ed =

(
me

d

)d

(٣. ١٩)

■

. ٣. ٣ نتیجه
کم دست احتمال با δ > ٠ هر برای آنگاه باشد. V C(H) = d و {−١+,١} از آن مقادیر که باشد توابع از مجموعه ای H اگر

داریم: h ∈ H هر برای ١− δ

R(h) ≤ R̂(h) +

√
٢d log em

d

m
+

√
log ١

δ

٢m
(٣. ٢٠)

داشتیم رشد تابع کران از برهان

R(h) ≤ R̂(h) +

√
٢ lnΠH(m)

m
+

√
ln ١

δ

٢m
. (٣. ٢١)

داشت خواهیم ٣. ٢ لم نتیجه از استفاده با همچنین

R(h) ≤ R̂(h) +

√
٢ lnΠH(m)

m
+

√
ln ١

δ

٢m
(٣. ٢٢)
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≤ R̂(h) +

√√√√√٢ ln
(

me
d

)d

m
+

√
ln ١

δ

٢m
(٣. ٢٣)

≤ R̂(h) +

√
٢d ln me

d

m
+

√
ln ١

δ

٢m
. (٢۴ .٣)

■

است: زیر صورت به کران کل ل ش بنابراین

R(h) ≤ R̂(h) +O

(√
log(m/d)

(m/d)

)
(٢۵ .٣)

م گیرند. قرار زیر گروه دو از ی در ها فرضیه کلاس های همه که م گوید نتیجه گیری این زیر است مهم بسیار ٣. ٢ نتیجه گیری

زیر کران نتیجه در و است ΠH(m) = ٢m آنگاه باشد نامتناه d اگر .١

R(h) = O

(
lnΠH(٢m) + ln

( ٢
δ

)
m

)
. (٢۶ .٣)

باشد. م معن بدون

که آنجایی از دارد. جالبی نتایج شده یاد قضیه حالت این در است. برقرار ΠH(m) = O
(
md
)

رابطه آنگاه باشد متناه d اگر .٢

سمت به m افزایش با و است وابسته m به وارون صورت به و d به خط صورت به خطا کران لذا ، lnΠH(m) = O(d lnm)

کند. م میل صفر

گرفت. نتیجه را زیر قضیه توان م سادگ به ٣. ٢ لم از

.() ۴ .٣ قضیه
است. برقرار زیر نابرابری ١− δ کم دست احتمال با ،H درون سازگار های فرضیه همه برای آنگاه V C(H) = d اگر

R(h) = O

(
d lnm+ ln

( ٢
δ

)
m

)
(٣. ٢٧)

که گرفت نتیجه توان م مشابه طور به و

m = O

(
١
ϵ
log

١
δ
+

d

ϵ
log

١
ϵ

)
. (٣. ٢٨)

را V C(H) بعد ها، ویژگ تعداد افزودن با توانیم م نمونه برای نماید. م رشد d با خط صورت به ای نمونه پیچیدگ نتیجه در

کنیم. م بیان مثال چند شده، بیان نتیجه شدن روشن برای دارد. نیاز نمونه ثابت تعداد به بعد هر یادگیری نتیجه در دهیم. افزایش

بعدی). ی آستانه (تابع ٣. ٩ مثال
نتیجه در آن نمودن زین جای با بنابراین است. V C(H) = ١ بعدی ی آستانه فرضیه فضای برای که دادیم نشان این از پیش
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داریم قبل قضیه

m = O

(
١
ϵ
log

١
δ
+

١
ϵ
log

١
ϵ

)
. (٣. ٢٩)

که دادیم نشان فرضیه فضای همین برای این از پیش اما

m ≥ ١
ϵ
ln

٢
δ
. (٣. ٣٠)

نیست. بد شود م پیدا V C بعد بوسیله که کران که دهند م نشان بالا نتیجه دو

بعدی). n فضای در (ابرصفحه ٣. ١٠ مثال
داریم نتیجه در است. n+ ١ برابر بعدی n ابرصفحه V C بعد که دادیم نشان این از پیش

m = O

(
١
ϵ
log

١
δ
+

n+ ١
ϵ

log
١
ϵ

)
. (٣. ٣١)

که دهد م نشان رابطه این آمد. میان به سخن آن باره در این از پیش که دهد م نشان را بدی گیری نتیجه همان واقع در کران این

یرید. ب نظر در را زیر مثال حال است. نمونه های ویژگ تعداد همان یا فرضیه پارامترهای تعداد از خط تابع ی ای، نمونه پیچیدگ

محورها). موازی اضلاع با های (مستطیل ٣. ١١ مثال
است. V C(H) = ۴ است مختصات محورهای موازی آن اضلاع که هایی مستطیل فرضیه فضای برای که دادیم نشان این از پیش

داریم قبل قضیه نتیجه در آن نمودن زین جای با بنابراین

m = O

(
١
ϵ
log

١
δ
+

۴
ϵ
log

١
ϵ

)
. (٣. ٣٢)

که دادیم نشان فرضیه فضای همین برای این از پیش اما

m ≥ ۴
ϵ
ln

۴
δ
. (٣. ٣٣)

م کند. نقض را گذشته بد نتیجه که یرید ب نظر در را زیر مثال حال

فرضیه). (فضای ٣. ١٢ مثال
ی تنها فرضیه این اما است. V C(H) =∞ بعد که داد نشان توان م باشد. sgn (sin(θx)) فرضیه فضای H که کنید فرض

م کند. نقض را گذشته بد نتیجه و دارد پارامتر

) شد خواهد زیر صورت به کران این حالت، این در داد. گسترش نیز نحقق ناپذیر حالت به م توان را بخش این در ارایه شده کران های

م گیرد). قرار  ١
ϵ٢ مقدار ١

ϵ به جای روابط در

m = O

(
١
ϵ٢

log
١
δ
+

d

ϵ٢
log

١
ϵ

)
. (٣۴ .٣)

سفت خط وابستگ این آیا است. وابسته V C بعد به خط صورت به که م دهد نشان را نمونه ای پیچیدگ بالای کران (٣. ٢٨) رابطه
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تا است لازم نمونه d
٢ کم دست که داد نشان توان م نمود. پیدا را نمونه ای پیچیدگ پایین کران م بایست پرسش این به پاسخ برای است؟

داد. نشان Ω(d/ϵ) صورت به توان م را پایین کران این است. برقرار R(h) ≤ ϵ نابرابری ١− δ کم دست احتمال با ϵ, δ < ١
٨ هر برای

در نتیجه این است. وابسته نیز ١
ϵ به خط صورت به ،d به ای نمونه پیچیدگ خط وابستگ بر علاوه و است سفت (٣. ٢٨) کران نتیجه در

است شده داده نشان زیر قضیه

.() ۵ .٣ قضیه
یادگیری وریتم ال اگر که دارد Dوجود توزیع ی و h فرضیه ی ،A یادگیری وریتم ال هر برای باشد. V C(H) = d کنید فرض
گذاری برچسب c تابع توسط و باشند شده برداری نمونه مستقل صورت به D توزیع از که نمونه m ≤ d

٢ با آموزش مجموعه ،A
است. برقرار زیر نابرابری آنکاه نماید تولید را h فرضیه و دریافت را باشند شده

P
[
R(h) >

١
٨

]
>

١
٨
. (٣۵ .٣)

است نیاز نمونه Ω
( ١
ϵ

[
d ln ١

ϵ + ln ١
δ

])
ه بطوری دارد وجود D توزیع ی و H فرضیه فضای ی که است شده داده نشان همچنین

وجود وریتم ال ،k > ١ هر برای که است شده داده نشان همچنین باشد. برقرار R(h) ≤ ϵ نابرابری h ∈ H سازگار هرفرضیه برای تا

تنها که دارد

O

(
١
ϵ
d log(k)

١
ϵ
+

١
ϵ
log

١
δ

)
(٣۶ .٣)

log که است log(k)(x) = log(log(. . . log(x))) که باشد ϵ آن واقع خطای بالای کران ١− δ کم دست احتمال با تا دارد نیاز نمونه

است. وابسته k به ای نمونه پیچیدگ بالا رابطه در است. شده تکرار بار k رابطه در

رادامیچر پیچیدگ ٣. ٣

این در گرفتیم. نظر در را h : X 7→ {٠, ١} فرضیه و S = {(x١, y١), (x٢, y٢), . . . , (xm, ym)} آموزش مجموعه این از پیش

با است برابر آموزش خطای حالت

R̂(h) =
١
m

m∑
i=١

I [h(xi) 6= yi] (٣. ٣٧)

خواهد h : X 7→ {−١+,١} فرضیه صورت به h فرضیه گیریم نظر در Y = {−١+,١} صورت به را ها برچسب مجموعه اگر حال

نماییم. تعریف زیر صورت به توانیم م را آموزش خطای اساس براین بود.

R̂(h) =
١
m

m∑
i=١

I [h(xi) 6= yi] (٣. ٣٨)

=
١
m

m∑
i=١

 ١ if (h(xi), yi) = (+١−,١) or (h(xi), yi) = (−١+,١)

٠ if (h(xi), yi) = (+١+,١) or (h(xi), yi) = (−١−,١)
(٣. ٣٩)

=
١
m

m∑
i=١

١− yih(xi)

٢
(۴٣. ٠)
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=
١
٢
− ١

٢m

m∑
i=١

yih(xi) (۴٣. ١)

به همبستگ بنابراین دانست. h(xi) شده بین پیش برچسب با yi واقع برچسب همبستگ توان م را ١
m

∑m
i=١ yih(xi) عبارت

است. وابسته آموزش خطای به زیر صورت

Corr(h) = ١− ٢R̂(h) (۴٣. ٢)

به یا نماید. بیشینه را همبستگ که کنیم پیدا را hی فرضیه توانیم م نماید کمینه را آموزش خطای که کنیم پیدا را hی فرضیه اینکه برای

عبارت

h = argmax
h∈H

١
m

m∑
i=١

yih(xi). (۴٣. ٣)

گردد. زین جای شود م تعریف زیر صورت به که σi رادامیچر تصادف متغیر با yi واقع برچسب آزمایش ی در که کنید فرض حال

σi =


+١ ١

٢ احتمال با

−١ ١
٢ احتمال با

(۴۴ .٣)

گردد. بیشینه زیر تابع که است این هدف حال

h = argmax
h∈H

١
m

m∑
i=١

σih(xi). (۴۵ .٣)

با همبستگ که شود م پیدا ای گونه hبه فرضیه نماید بیشینه را برچسب با همبستگ که hی فرضیه انتخاب جای به هدف تابع این

امید σ به نسبت H فضای همبستگ گیری اندازه برای است وابسته σi تصادف متغیر به h فرضیه که آنجایی از نماید. بیشینه را (σi) نویز

شود. م محاسبه زیر صورت به ریاض

E
σ

[
max
h∈H

١
m

m∑
i=١

σih(xi)

]
(۴۶ .٣)

م بدست را بالا عبارت کران حدی، حالت دو براساس دهد. م نشان را H فرضیه فضای غنای یا توصیف قدرت نوع به بالا مقدار

آوریم.

و نداشته معنایی ر دی max ر عمل زیرا است. صفر برابر همبستگ اینصورت در باشد فرضیه ی دارای H فرضیه فضای اگر .١

مقدار دارای ها حالت از نیم در میانگین بطور رادمیچر تصادف متغیر که آنجایی از باشد. م σih(xi) روی مجموع تنها بنابراین

است. صفر میانگین طور به جمع حاصل بنابراین هستند −١ مقدار دارای ها حالت از نیم در و +١

دارای σ = (σ١, σ٢ . . . , σm) دنباله زیرا است. ی برابر همبستگ اینصورت در باشد فرضیه ٢m دارای H فرضیه فضای اگر .٢

ها دنباله از کدام هر بندی دسته توانایی فرضیه فضای لذا دارد وجود فرضیه ی σ دنباله هر برای حالت این در و است حالت ٢m

شود. م ی برابر بالا عبارت مقدار نتیجه در و دارد را

دارد. قرار [٠, ١] بازه در همبستگ ریاض امید بنابراین

نمودن زین جای کنیم. کار F = {f | f : Z 7→ R} حقیق توابع مجموعه ی با h : X 7→ {−١+,١} جای به کنید فرض حال

پیچیدگ zi ∈ Z با S = (z١, z٢, . . . , zm) های نمونه مجموعه برای حال دهد. م نتیجه را h : Z 7→ R توابع از خانواده ی F با H
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شود. م تعریف زیر صورت به رادمیچر

R̂S(F) = E
σ

[
sup
f∈F

١
m

m∑
i=١

σif(zi)

]
(۴٣. ٧)

همبستگ خواهیم م ما دهد. م نشان نویز با را F تابع همبستگ میانگین بطور و شود م نامیده رادامیچر تجربی پیچیدگ R̂S(F) که

براساس که m طول با های داده مجموعه تمام روی R̂S(F) ریاض امید کار این برای نماییم. پیدا را X Dروی توزیع به نسبت را F تابع

کنیم. م محاسبه را اند شده برداری نمونه D توزیع به

Rm(h) = E
S∼Dm

[
R̂S(F)

]
(۴٣. ٨)

ی است. سخت ان‐پی مساله ی فضاها از برخ برای رادامیچر تجربی پیچیدگ محاسبه شود م نامیده رادامیچر Rm(h)پیچیدگ که

ترهستند. مناسب و تر سفت که شود م تولید هایی کران و دارد را ر دی های مدل سازی مدل توانایی که است این بالا رابطه های برتری از

.() ۶ .٣ قضیه
برای آنگاه باشد. X ورودی فضای روی D توزیع و باشند {−١+,١} مجموعه به X از توابع از ای خانواده H که کنید فرض
h ∈ H هر برای است شده برداری نمونه D توزیع از که m اندازه با S مجموعه ی روی ١− δ کم دست احتمال با δ > ٠ هر

است. برقرار زیر های نامساوی

R(h) ≤ R̂(h) +Rm(H) +

√
log ١

δ

٢m
(۴٣. ٩)

R(h) ≤ R̂(h) + R̂S(H) + ٣

√
log ٢

δ

٢m
(۵٣. ٠)

با کنیم م تلاش بعد های بخش در و است سخت R̂S(H) و Rm(H) محاسبه است. آموزش های داده به وابسته دوم نامساوی

بزنیم. پیوند را موضوع این ترکیبات های روش

■ برهان

.() ٣. ٧ قضیه
که S = (z١, z٢, . . . , zm) مجموعه و نمایند م نگاشت را [٠, ١] مجموعه به Z از توابع از ای خانواده F که کنید فرض
برای ١ − δ کم دست احتمال با شوند. تعریف ÊS [f ] = ١

m

∑m
i=١ f(zi) و E [f ] = Ez∼D [f(z)] اگر باشد. zi ∼ D

است. برقرار زیر نامساوی f ∈ F تمام

E [f ] ≤ Ê
S
[f ] + ٢Rm(F) +O

√ ln ١
δ

m

 (۵٣. ١)

E [f ] ≤ Ê
S
[f ] + ٢R̂S(F) +O

√ ln ٢
δ

m

 (۵٣. ٢)
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supf∈F

{
E [f ]− ÊS [f ]

}
کران معادل طور به یا و f ∈ F تمام برای را E [f ]− ÊS [f ] کران نخست قضیه، این اثبات برای برهان

کنیم م تعریف زیر صورت به را ϕ(S) کنیم. م پیدا را

ϕ(S) = sup
f∈F

{
E [f ]− Ê

S
[f ]
}
. (۵٣. ٣)

که کنید فرض است. وابسته S آموزش مجموعه به و است تصادف متغیر ی ϕ(S) بالا رابطه در

اختلاف هم با نمونه ی در تنها که باشند آموزش مجموعه دو S′ = (z١, z٢, . . . , z
′
i, . . . , zm) و S = (z١, z٢, . . . , zi, . . . , zm)

نابرابری ١− δ کم دست احتمال با که دهیم م نشان نخست گام در م کنیم. اثبات را قضیه زیر های گام در حال باشند. داشته

ϕ(S) ≤ E
S
[ϕ(S)] +

√
ln ٢

δ

٢m
. (۵۴ .٣)

باشد برقرار زیر نابرابری ها i همه برای اگر McDiarmid نابرابری در م بریم. به کار را McDiarmid نابرابری قضیه اثبات برای است. برقرار

|f(z١, z٢, . . . , zi, . . . , zm)− f(z١, z٢, . . . , z
′
i, . . . , zm)| ≤ ci (۵۵ .٣)

بود. خواهد برقرار زیر نابرابری آنگاه

P [|f(S)− f(S′)| ≥ ϵ] ≤ ٢ exp

(
− ٢ϵ٢∑m

i=١ c
٢
i

)
(۵۶ .٣)

داریم. ϕ(S) تعریف از

ϕ(S) = sup
f∈F

{
E [f ]− Ê

S
[f ]
}

(۵٣. ٧)

= sup
f∈F

{
E [f ]− ١

m

m∑
i=١

f(zi)

}
. (۵٣. ٨)

حداکثر را ١
m

∑m
i=١ f(zi) مقدار S آموزش مجموعه در z′i به zi از ها نمونه از هری تغییر بنابراین است f(zi) ∈ [٠, ١] گه آنجایی از

خواهیم دهیم قرار McDiarmid نابرابری در را مقدار این اگر است. ١
m با برابر McDiarmid نابرابری در ci مقدار لذا دهد. م تغییر ١

m

داشت.

P [|ϕ(S)− ES [ϕ(S)]| ≥ ϵ] ≤ ٢ exp

(
− ٢ϵ٢∑m

i=١ c
٢
i

)
(۵٣. ٩)

= ٢ exp

(
− ٢ϵ٢∑m

i=١
( ١
m

)٢
)

(۶٣. ٠)

= ٢ exp
(
−٢mϵ٢

)
. (۶٣. ١)

داشت. خواهیم بالا نابرابری سازی ساده با دهیم قرار
√

log ٢δ
٢m برابر را ϵ مقدار اگر

ϕ(S) ≤ E
S
[ϕ(S)] +

√
ln ٢

δ

٢m
. (۶٣. ٢)

داریم ϕ(S) تعریف براساس است. برقرار ES [ϕ(S)] ≤ ٢Rm(F) نابرابری که کنیم م ثابت دوم گام در

E
S
[ϕ(S)] = E

S

[
sup
f∈F

(
E [f ]− Ê

S
[f ]
)]

(۶٣. ٣)
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= E
S

[
sup
f∈F

E
S′

[
E
S′
[f ]− Ê

S
[f ]

]]
. (۶۴ .٣)

توانیم م نتیجه در و است E [f ] = ES′

[
ÊS′ [f ]

]
لذا اند شده برداری نمونه D توزیع از S′ مجموعه همانند S مجموعه که آنجایی از

را بالا معادله و استفاده Jensen نابرابری از توانیم م لذا است محدب تابع ی sup تابع اینکه به توجه با بنویسیم. را بالا معادله دوم خط

بنویسیم. زیر صورت به

E
S
[ϕ(S)] ≤ E

S,S′

[
sup
f∈F

(
Ê
S′
[f ]− Ê

S
[f ]
)]

(۶۵ .٣)

= E
S,S′

[
sup
f∈F

١
m

m∑
i=١

(f(z′i)− f(zi))

]
. (۶۶ .٣)

نابرابری باشد σi = ١ مقدار اگر بالا نابرابری در زیرا کند. نم تغییری آن ریاض امید کنیم اضافه بالا نابرابری به را رادمیچر متغیر اگر

لذا شود م محاسبه ها S′ و S تمام روی را ریاض امید چون کنیم م عوض را z′i و zi جای باشد σi = −١ اگر و کند نم تغییری بالا

داشت. خواهیم بالا، نابرابری به رادمیچر متغیر افزودن با بنابراین داشت. نخواهیم ریاض امید در تغییری

E
S
[ϕ(S)] = E

σ,S,S′

[
sup
f∈F

١
m

m∑
i=١

σi (f(z
′
i)− f(zi))

]
. (۶٣. ٧)

داشت. خواهیم کنیم استفاده sup(a+ b) ≤ sup(a) + sup(b) ویژگ از اگر

E
S
[ϕ(S)] ≤ E

σ,S′

[
sup
f∈F

١
m

m∑
i=١

σif(z
′
i)

]
+ E

σ,S

[
sup
f∈F

١
m

m∑
i=١

−σif(zi)

]
. (۶٣. ٨)

داشت. خواهیم لذا هستند سان ی توزیع دارای −σi و σi رادمیچر متغیرهای اینکه به توجه با

E
S
[ϕ(S)] ≤ ٢ E

σ,S

[
sup
f∈F

١
m

m∑
i=١

σif(zi)

]
(۶٣. ٩)

= ٢Rm(F). (٣. ٧٠)

داریم (۵۴ .٣) نابرابری در (٣. ٧٠) نابرابری ذاری جای با

ϕ(S) ≤ ٢Rm(F) +

√
ln ٢

δ

٢m
. (٣. ٧١)

■ گردد. م اثبات قضیه ذاری، جای با که

م پردازیم. رادمیچر پیچیدگ از کاربردی بررس به نخست بخش، این ادامه در گردد. م اثبات مشابه صورت به نیز (۵٣. ٢) نابرابری

.(٠‐ ١ خطای برای رادمیچر (کران ٣. ٣ لم
fh(x, y) = I [h(x) 6= y] همچنین و فرضیه فضای H و دودویی بند دسته ی h : X 7→ {−١+,١} فرضیه که کنید فرض
کنید فرض S = {(x١, y١), . . . , (xm, ym)} مجموعه هر برای آنگاه FHباشد. = {fh | h ∈ H} و صفر‐ی خطای تابع

است. برقرار F و H رادمیچر تجربی پیچیدگ بین زیر رابطه آنگاه باشد. X روی S تصویر SX = (x١, . . . , xm)

R̂S(FH) =
١
٢
R̂SX

(H) (٣. ٧٢)
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از برخ با متناظر fh ∈ FH تابع هر ،FH فضای تعریف براساس یرید. ب نظر در را Z = X × {−١+,١} لم این اثبات برای برهان

داریم خطا به مربوط تعاریف از است. h ∈ H

R(h) = E
(x,y)∼D

[I [h(x) 6= y]] = E [fh] (٣. ٧٣)

R̂(h) =
١
m

m∑
i=١

I [h(x) 6= y] = Ê
S
[fh] (٧۴ .٣)

کنیم. م پیدا را R(h)− R̂(h) کران ،٣. ٧ قضیه مطابق لذا

R̂S(FH) = E
σ

[
sup

fh∈FH

١
m

m∑
i=١

σifh(xi, yi)

]
(٧۵ .٣)

= E
σ

[
sup
h∈H

١
m

m∑
i=١

σi

(
١− yih(xi)

٢

)]
(٧۶ .٣)

= E
σ

[
sup
h∈H

١
٢m

m∑
i=١

σi + sup
h∈H

١
٢m

m∑
i=١

(−yiσi)h(xi)

]
(٣. ٧٧)

=
١
٢m

m∑
i=١

E
σ
[σi] +

١
٢ E

σ

[
sup
h∈H

١
m

m∑
i=١

σih(xi)

]
(٣. ٧٨)

بالا معادله لذا است σi توزیع همانند −yiσi توزیع همچنین و صفر با برابر اول جمله رادمیچر، تصادف متغیرهای های ویژگ به توجه با

شد. خواهد زیر صورت به

R̂S(FH) =
١
٢ E

σ

[
sup
h∈H

١
m

m∑
i=١

σih(xi)

]
(٣. ٧٩)

=
١
٢
R̂SX

(H). (٣. ٨٠)

گردد. م کامل لم اثبات ترتیب بدین که

■

آورد. خواهیم بدست را زیر خطای کران نمایم زین جای ٣. ٧ قضیه نتایج در را ٣. ٣ لم نتیجه اگر

R(h) ≤ R̂(h) + R̂SX
(H) +O

√ ln ١
δ

m

 . (٣. ٨١)

م بدست را نمودیم بررس فرضیه فضای غنای توصیف برای این از پیش که ری دی معیارهای و رادمیچر پیچیدگ بین رابطه ادامه در

آوریم.

.() ٣. ٨ قضیه
است. برقرار زیر نابرابری |H| <∞ فرضیه فضای هر برای

R̂S(H) ≤
√

٢ ln|H|
m

. (٣. ٨٢)
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کنیم. م ارایه را است معرف ماسارت لم به که زیر لم نخست قضیه، این اثبات از پیش

ماسارت). (لم ۴ .٣ لم
باشد. برقرار ‖a‖ ≤ ١ نابرابری ،a ∈ A بردار هر برای که ای گونه به باشد بردارها از متناه مجموعه A ⊂ Rm کنید فرض

است. برقرار زیر نابرابری آنگاه

E
σ

[
max
a∈A

m∑
i=١

σiai

]
≤

√
٢ ln|A| (٣. ٨٣)

هستند. a بردار های مولفه a١, . . . , am و رادمیچر تصادف متغیرهای σi که

کنیم. تعریف زیر صورت به را A اگرفضای ٣. ٨ قضیه اثبات

A =

{
١√
m
(h(x١), h(x٢), . . . , h(xm))

}
.

داریم رادمیچر تجربی پیچیدگ تعریف از لذا .‖a‖ = ١ داریم a ∈ A همه برای که است Rm فضای در بردارها از ای مجموعه A آنگاه

R̂S(H) = E
σ

[
sup
h∈H

١
m

m∑
i=١

σih(xi)

]
(٨۴ .٣)

= E
σ

[
sup
a∈A

√
m

m

m∑
i=١

σiai

]
(٨۵ .٣)

=
١√
m

E
σ

[
max
a∈A

m∑
i=١

σiai

]
(٨۶ .٣)

≤ ١√
m

√
٢ ln|A| (٣. ٨٧)

=

√
٢ ln|A|
m

. (٣. ٨٨)

م ارایه را S مجموعه برای را ن مم بندی های دسته تمام A مجموعه اینکه به توجه با است. آمده بدست ماسارت لم براساس بالا نابرابری

■ گردد. م اثبات قضیه بنابراین و داریم را |A| ≤ |H| نتیجه در و A ⊆ H لذا نماید

از ندارد. کارایی فرضیه فضاهای از بسیاری برای و دارد وجود |H| < ∞ قید که است این بالا قضیه در آمده بدست کران ل مش

مجموعه به فضا این های فرضیه همه رفتار ونه چ که نماییم مشخص خواهیم م است وابسته S به تنها H بر علاوه R̂S(H) که آنجایی

آوریم. م بدست تری سفت های کران و شده حذف قید این زیر قضایای در هستند. وابسته آموزش

.() ٣. ٩ قضیه
داریم H فرضیه فضای هر برای

R̂S(H) ≤
√

٢ lnΠH(S)

m
≤
√

٢ lnΠH(m)

m
. (٣. ٨٩)
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H ′ فرضیه فضای ، آموزش مجموعه هر برای نماییم. مشخص را آموزش مجموعه به ها فرضیه رفتار خواهیم م قضیه این اثبات در برهان

است H از ای مجموعه زیر H ′ که شود دقت گیرد. م نظر در H از نماینده ی S رفتار هر برای که نموده تعریف H ای مجموعه زیر را

است. زیر ویژگ دارای و

|H ′| = ΠH(S) ≤ ΠH(m) ≤ ٢m <∞. (٣. ٩٠)

داریم رادمیچر تجربی پیچیدگ تعریف براساس حال

R̂S(H) = E
σ

[
sup
h∈H

١
m

m∑
i=١

σih(xi)

]
(٣. ٩١)

داریم لذا دهد م نتیجه را مقدار همان که دارد وجود h′ ∈ H ′ ی نماید بیشینه را R̂S(H) مقدار که h ∈ H هر برای که آنجایی از

R̂S(H) = E
σ

[
sup

h′∈H′

١
m

m∑
i=١

σih
′(xi)

]
(٣. ٩٢)

= R̂S(H
′). (٣. ٩٣)

نخواهد H روی sup از بیشتر H ′ روی sup همچنین و بود نخواهد H ′ روی sup از بیشتر H روی sup که دهد م نشان بالا رابطه

داریم ٣. ٨ قضیه از لذا بود خواهند برابر هم با sup دو هر بنابراین و بود

R̂S(H) = R̂S(H
′) (٩۴ .٣)

≤
√

٢ ln|H ′|
m

(٩۵ .٣)

=

√
٢ lnΠH(S)

m
(٩۶ .٣)

■ گردد. م کامل قضیه اثبات ترتیب این به و

کنیم. م بررس V C بعد با را رادمیچر تجربی پیچیدگ رابطه حال

.() ٣. ١٠ قضیه
داریم m ≥ d ≥ ١ هر برای آنگاه باشد V C(H) = d اگر

R̂S(H) ≤

√
٢d ln

(
em
d

)
m

(٣. ٩٧)

داشتیم ٣. ٢ لم از برهان

ΠH(m) ≤
(em

d

)d
. (٣. ٩٨)

داریم ٣. ٩ قضیه نتیجه در بالا نابرابری زین جای با

R̂S(H) ≤
√

٢ lnΠH(m)

m
(٣. ٩٩)
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≤

√
٢ ln

(
em
d

)d
m

(٣. ١٠٠)

=

√
٢d ln

(
em
d

)
m

(٣. ١٠١)

=

√
٢ ln

(
em
d

)(
m
d

) . (٣. ١٠٢)

■ شود. م کامل قضیه اثبات ترتیب بدین و

عموم های یادگیر ۴ .٣

ل مش این حل برای راه ی شود. برازش بیش به منجر و کنند راهنمایی بد را یادگیر توانند م آموزش های داده که دیدیم این از پیش

چنین در که دانست پیشین دانش صورت به توان م را فرضیه فضای این است. H فرضیه فضای ی به جستجو فضای کردن محدود

بدون توان م ر دی عبارت به یا است؟ لازم یادگیر موفقیت برای پیشین دانش چنین وجود آیا است. موجود کم خطای با فرضیه ی فضایی

گویند. م عموم یادگیر کند نم استفاده پیشین دانش گونه هیچ از که یادگیر این به داشت؟ موفق یادگیر ی پیشین، دانش

که دارد وجود A یادگیری وریتم ال ی ،m اندازه با آموزش مجموعه ی برای آیا نمود مطرح گونه این توان م را پرسش واقع در

با و دریافت اند شده برداری نمونه مستقل صورت به D توزیع روی از که نمونه m با آموزش مجموعه A وریتم ال اگر ،D توزیع هر برای

کند؟ تولید را کم خطای که نماید تولید را hی فرضیه بالا احتمال

یادگیر هر برای بندی، دسته مساله هر برای تر دقیق بیان به یا ندارد. وجود عموم یادگیر چنین که دارد م بیان No free lunch قضیه

که است معنا این به ست ش واژه خورد. م ست ش و نداشته را یادگیری توانایی توزیع آن روی یادگیر که دارد وجود احتمال توزیع ی

در دارد (٢/٠ خطای نمونه (برای زیادی خطای که نماید م تولید را ای فرضیه شده، یاد های ویژگ با آموزش مجموعه دریافت با یادگیر

با ها نمونه که یادگیری مساله ی در بنابراین نماید. م تولید را کم خطای با ای فرضیه که دارد وجود ری دی یادگیر توزیع این برای ه حالی

باشند. داشته را زیر مختلف های گونه تواند م پیشین دانش این داشت. خواهیم نیاز پیشین دانش به شوند م برداری نمونه D توزیع

توزیع پارامترهای نخست توانیم م بنابراین است. نامشخص آن پارامترهای که داشته پارامتری ل ش ی D توزیع که کنیم فرض •

گویند. م مولد های مدل ها، مدل گونه این به نماییم. طراح را بند دسته سپس و آورده بدست را

minh∈H R(h) که است این پیشین دانش روی تر نرم قید ی .R(h) = ٠ که ای گونه به دارد hوجود ∈ H فرضیه ی کنیم فرض •

باشد. کوچ

.(No free lunch) ٣. ١١ قضیه
m که کنید فرض همچنین باشد. X دامنه در ٠/١ خطای تابع با دودویی بندی دسته برای یادگیری وریتم ال ی A که کنید فرض

که ای گونه به دارد وجود X × {٠, ١} روی D توزیع ی آنگاه باشد. |X |
٢ از تر کوچ عددی

R(h) = ٠ که دارد وجود h : X 7→ {٠, ١} فرضیه ی .١
R(A(S)) ≥ داریم است شده برداری Dنمونه توزیع روی از mکه اندازه Sبا آموزش مجموعه روی ١

٧ کم دست احتمال با .٢
. ١٨

ای نکته باشد. زیاد شده تولید فرضیه خطای که سازیم م ای گونه به را D توزیع ی که است صورت این به قضیه این اثبات شیوه
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ها داده زن برچسب شیوه باره در تواند نم ببیند را فضا های داده از نیم تنها که وریتم ال هر که است این دارد وجود قضیه این در که

مجموعه H = {h | h : X 7→ {٠, ١}} کنید فرض پرسش، این بررس برای چیست؟ پیشین دانش با NFL قضیه رابطه نماید. داوری

اساس براین نداریم. پیشین دانش گونه هیچ که دهد م نشان این واقع در باشد. تجربی خطای سازی کمینه وریتم ال ی A و توابع تمام

شود. م حاصل زیر نتیجه

. ۴ .٣ نتیجه
قابلیت H آنگاه باشد ن مم های فرضیه تمام مجموعه H = {h | X 7→ {٠, ١}} و نامتناه نمونه فضای X کنید فرض

ندارد. را درست تقریبا احتمالا یادگیری

وریتم ال ست ش جلوگیری برای راه ی گرفت؟ را یادگیری وریتم ال ست ش جلوی توان م ونه چ که شود م مطرح پرسش این حال

فضای انتخاب که دیدم این از پیش نمود؟ انتخاب خوب فرضیه فضای توان م ونه چ اما است. H فرضیه فضای کردن محدود یادگیری،

نیست مناسب حل راه هم ساده فرضیه فضای انتخاب ر، دی سویی از دهد. م روی برازش بیش زیرا نیست مناسب حل راه پیچیده فرضیه

به را خطا سازی کمینه وریتم ال خطای شده، یاد پرسش به پاسخ برای دارد. وجود مصالحه ی بنابرای دارد. زیادی آموزش خطای چون

H فرضیه S آموزش مجموعه دریافت با تجربی خطای سازی کمینه وریتم ال کنید فرض خطا، تجزیه این برای کنیم. م تجزیه بخش دو

نوشت. زیر صورت به توان م را h واقع خطای بنابراین کند. م تولید را

R(h) = Rapp(h) +Rest(h) (٣. ١٠٣)

که تقریب خطای م شود. نامیده برآورد خطای Rest(h) = R(h) −Rapp(h) و تقریب خطای Rapp(h) = minh∈H R(h) که

وابسته آموزش مجموعه به و م گردد مشخص شده انتخاب فرضیه فضای براساس و H فرضیه فضای در خطا کمترین از است عبارت

شده انتخاب فرضیه فضای به کردن محدود برای گرفته صورت فرض های براساس خطا از مقدار چه م دهد نشان تقریب خطای نیست.

خطا این شده. انتخاب فرضیه فضای در فرضیه بهترین خطای و شده تولید خطای بین اختلاف از است عبارت برآورد خطای م شود. ایجاد

برای خطا این که شد داده نشان این از پیش شده. انتخاب فرضیه فضای پیچیدگ به هم و است وابسته آن اندازه و آموزش مجموعه به هم

م یابد. کاهش m افزایش با و افزایش |H| با اریتم ل صورت به متناه فرضیه فضای

است وابسته D توزیع به بند دسته این باشد. م بیز بهینه بند دسته آن و دارد بند دسته ی تنها که است فضایی فرضیه، فضای بهترین

حد در را برآورد خطای حال عین در و غن فرضیه فضای ی بتوان ونه چ که است این یادگیری نظریه اهداف از ی دانیم. نم را آن که

داشت. معقول
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۴

و دقت پارامترهای به آموزش مجموعه اندازه که م دهد اجازه گفتیم سخن آن باره در این از پیش که درست تقریبا احتمالا یادگیری نماد

در که فرضیه هایی کلاس های است. برقرار داده توزیع های همه و فرضیه ها همه برای آموزش مجموعه اندازه این اما باشد وابسته اطمینان

سست و تر ضعیف مدل ی بخش، این در باشند. متناه VC بعد دارای م بایست کلاس ها این و است محدود هستند یادگرفتن مدل این

م کنیم. بررس را دارد نام نواخت نای یادگیری که یادگیری مدل این های ویژگ و م کنیم مطرح را یادگیری قابلیت شده

دقت و اطمینان پارامترهای بر علاوه آموزش مجموعه اندازه مدل، این در که م شود بررس نواخت نای یادگیری مدل نخست ادامه، در

تقریبا احتمالا یادگیری مدل شده سست نسخه مدل که م دهیم نشان و بررس را مدل این های ویژگ سپس است. وابسته نیز فرضیه به

ی و م کنیم بیان را باشد یادگرفتن نواخت نای صورت به فرضیه فضای اینکه برای لازم شرط ادامه در و است فرض پیش بدون درست

یادگیری روش همچنین است. دارا را نواخت نای یادگیری توانایی که م شود بیان ساختاری خطای سازی کمینه نام با یادگیری وریتم ال

و ارایه است یادگیری تر ضعیف مدل که را سازگاری یادگیری مدل پایان در م شود. بیان شمارا فرضیه فضای برای توصیف طول کمینه

م کنیم. بررس را شد ارایه پیشین فصل های در که یادگیری مختلف مدل های کاست های و برتری ها

نواخت نای یادگیری قابلیت ١ .۴

ثابت اندازه با آموزش مجموعه ی با که شد برده کار به معنا این به نواخت ی واژه گفتیم. سخن نواخت ی رایی هم باره در این از پیش

بیان به نماییم. تعیین را نمونه ای پیچیدگ یا خطا کران م توانستیم توزیع ها، همه برای و فرضیه ها مجموعه درون فرضیه های همه برای و

نمود. بیان زیر صورت به رسم صورت به توان م را نواخت ی رایی هم ر دی

۴٧
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و mUC
H : (٠, ٢(١ 7→ N تابع ی اگر دارد را نواخت ی رایی هم ویژگ H فرضیه کلاس نواخت ی رایی هم

آموزش مجموعه اگر X × Y روی D توزیع هر برای و ϵ, δ ∈ (٠, ١) هر برای که گونه ای به داشته باشد وجود A یادگیری وریتم ال

کم دست احتمال با آنگاه باشند. شده برداری نمونه نمونه، فضای روی از D توزیع از مستقل صورت به m > mUC
H (ϵ, δ) اندازه با

است. برقرار H درون فرضیه های همه برای زیر نابرابری ١− δ

R(A(S)) ≤ R(h) + ϵ. (١ .۴)

١ .۴ تعریف

گیریم نظر در را خط دسته بند ی اگر باشد. کم خطای دارای بالا احتمال با که نماییم طراح دسته بند ی م خواهیم که کنید فرض

نداشته باشد. را مناسب خطای است ن مم باشد ٢ درجه از چندجمله ای ی دسته بند اگر حال نباشد. کم آن خطای بالا احتمال با است ن مم

خواهد مناسب لذا و است کم آن خطای که م کنیم پیدا دسته بندی زیاد بسیار احتمال به باشد چندجمله ای ها همه شامل فرضیه ها فضای اگر

ندارد. ارزش ر دی آوردیم بدست این از پیش که کران هایی بنابراین و ∞است برابر فضا این V C بعد اما بود.

محدود بسیار باشند داشته را نواخت ی رایی هم ویژگ با یادگیری قابلیت که فرضیه هایی کلاس شد بیان این از پیش که گونه همان

اندازه که دهیم م اجازه و کنیم م تعدیل را بالا شده بیان شرایط ادامه در باشند. متناه V C بعد دارای باید فرضیه ها کلاس این و است

سان ی فرضیه ها همه برای نواخت ی صورت به آموزش مجموعه اندازه ر، دی بیان به باشد. وابسته نیز h به δ و ϵ بر علاوه آموزش مجموعه

م شود. تعریف زیر صورت به و م گوییم نواخت نای یادگیری یا نواخت نای رایی هم ویژگ ، ویژگ این به نیست.

mNUL
H : (٠, ٢(١×H 7→ تابع ی اگر دارد را نواخت نای یادگیری قابلیت H فرضیه کلاس نواخت نای یادگیری

با آموزش مجموعه اگر h ∈ H هر برای و ϵ, δ ∈ (٠, ١) هر برای که گونه ای به داشته باشد وجود A یادگیری وریتم ال ی و N

دست احتمال با آنگاه باشند. شده برداری نمونه نمونه، فضای روی از D توزیع از مستقل صورت به m > mNUL
H (ϵ, δ, h) اندازه

است. برقرار H درون فرضیه های همه برای زیر نابرابری ١− δ کم

R(A(S)) ≤ R(h) + ϵ. (٢ .۴)

٢ .۴ تعریف

برای آموزش مجموعه شدن بزرگ پذیری انعطاف این هزینه درنتیجه و پذیر تر انعطاف فضا این فرضیه های باشد بزرگتر H فضای هرچه

نمونه ای پیچیدگ باشد پیچیده تر گروه ی هرچه ه بطوری م شود گروه بندی فرضیه فضای نواخت نای یادگیری در شد. خواهد آن یادگیری

خواهدشد. بزرگتر گروه آن از یادگیری

نواخت). ی نا (یادگیری ١ .۴ قضیه
شمارای اجتماع از اگر تنها و اگر دارد را نواخت ی نا یادگیری قابلیت h : X 7→ {٠, ١} بندهای دسته شامل H فرضیه کلاس

باشد. شده یل تش باشند داشته را فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت که فرضیه هایی کلاس

شود. م گیری نتیجه زیر قضیه از بالا قضیه اثبات

نواخت). ی نا (یادگیر ٢ .۴ قضیه
H فرضیه کلاس آنگاه باشند نواخت ی رایی هم ویژگ دارای Hn فرضیه های کلاس از کدام هر و باشد H =

⋃
n∈N

Hn اگر

است. نواخت نای یادگیر
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قابلیت دارای ها Hn از کدام هر که باشد شده تعریف H =
⋃

n∈N
Hn صورت به H کنیدکه فرض اگر، بخش اثبات برای ١ .۴ قضیه اثبات

نواخت ی رایی هم ویژگ دارای ها Hn از کدام هر که داشتیم یادگیری مهم قضیه از باشد. فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری

است. نواخت ی نا یادگیری ویژگ دارای H که گیریم م نتیجه ٢ .۴ قضیه اساس بر م باشند.

که کنید فرض ،n ∈ N هر برای انگاه باشد. نواخت نای یادگیر A وریتم ال از استفاده با H که کنید فرض اگر، تنها بخش اثبات برای

کنیم. تعریف زیر صورت به را Hn

Hn =

{
h ∈ H

∣∣∣∣ mNUL
H

(
١
٨
,
١
٧
, h

)
≤ n

}
. (٣ .۴)

براساس را ١ پذیری تحقق شرط که D توزیع هر برای که دانیم م ،mNUL
H تعریف اساس بر علاوه به .H =

⋃
n∈N

Hn که است روشن

بعد که دهد م نتیجه این یادگیری، اساس قضیه براساس .R(A(S)) ≤ ١
٨ داریم S ∼ Dm روی ۶

٧ کم دست احتمال با نماید ارضا Hn

■ دارد. را فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت Hn نتیجه در و باشد متناه باید V C(Hn)

فضاهای یعن است. فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری شده راحت نسخه نواخت نای یادگیری که دهد م نشان زیر مثال

ندارند. را فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری اماقابلیت دارند را نواخت نای یادگیری قابلیت که دارند وجود فرضیه ای

ها). چندجمله ای خانواده نواخت نای یادگیری (قابلیت ١ .۴ مثال
باشد n درجه از چندجمله ای Hn فرضیه ،n ∈ N هر برای که یرید ب نظر در را X = R نمونه فضای با دودویی بندی دسته مساله

یعن

Hn = {hp ∈ H | hp(x) = sgn (Pn(x))}. (۴ .۴)

تمام مجموعه H آنگاه باشد. H =
⋃

n∈N
Hn صورت به فرضیه فضای که کنید فرض است. n درجه از ای چندجمله Pn(x) که

H نتیجه در است. V C(H) = ∞ و V C(Hn) = n + ١ که داد نشان توان م راحت به است. ن مم های ای چندجمله
قابلیت دارای H های فرضیه مجموعه ١ .۴ قضیه براساس اما نیست فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری قابلیت دارای

دارد. را نواخت نای یادگیری

 

م پردازیم. وریتم ال چنین بررس به ادامه در دارد؟ وجود نواخت نای یادگیری برای وریتم ال آیا که است مطرح پرسش این حال

ساختاری هزینه سازی کمینه ٢ .۴

که باشد فرضیه ای دارای H که امیدواریم واقع در یعن کنیم پیدا را ها فرضیه کلاس توانیم م پیشین دانش کم با که دیدیم این از پیش

های فرضیه کلاس در ترجیح نمودن مشخص پیشین، دانش کاربردن به برای ر دی روش ی باشد. کم خطای دارای شده داده مساله برای

افزایش صورت به را ها فرضیه از ای دنباله ساختاری، هزینه سازی کمینه روش رود. م کار به ساختاری هزینه سازی کمینه در که است H

گیرید. م نظر در زیر صورت به آنها اندازه

H٠ ⊆ H١ ⊆ H٢ ⊆ . . . ⊆ Hn ⊆ . . . (۵ .۴)
1Realizability
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measure of capacity

training error

complexity term

bound on generalization errorerror

Figure 2.5 Illustration of structural risk minimization. The plots of three errors
are shown as a function of a measure of capacity. Clearly, as the size or capacity of
the hypothesis set increases, the training error decreases, while the complexity term
increases. SRM selects the hypothesis minimizing a bound on the generalization
error, which is a sum of the empirical error, and the complexity term is shown in
red.

The right-hand side of (2.26) can be bounded by theorem 2.2 and increases with
the size of the hypothesis set, while R(h∗) decreases with |H|.

2.4.4 Model selection

Here, we discuss some broad model selection and algorithmic ideas based on the
theoretical results presented in the previous sections. We assume an i.i.d. labeled
training sample S of size m and denote the error of a hypothesis h on S by R̂S(h)
to explicitly indicate its dependency on S.

While the guarantee of theorem 2.2 holds only for finite hypothesis sets, it already
provides us with some useful insights for the design of algorithms and, as we will see
in the next chapters, similar guarantees hold in the case of infinite hypothesis sets.
Such results invite us to consider two terms: the empirical error and a complexity
term, which here is a function of |H| and the sample size m.

In view of that, the ERM algorithm , which only seeks to minimize the error on
the training sample

hERM
S = argmin

h∈H
R̂S(h), (2.27)

might not be successful, since it disregards the complexity term. In fact, the
performance of the ERM algorithm is typically very poor in practice. Additionally,
in many cases, determining the ERM solution is computationally intractable. For
example, finding a linear hypothesis with the smallest error on the training sample
is NP-hard (as a function of the dimension of the space).

Another method known as structural risk minimization (SRM) consists of con-

ساختاری هزینه سازی کمینه ١ .۴ ل ش

عنوان به  و پیدا را فرضیه ی مختلف کلاس های این از سپس و نماید پیدا را Hn هر برای کمینه تجربی خطای پاسخ کند م تلاش و

فرضیه پیچیدگ و تجربی خطای مجموع صورت به که را زیر هدف تابع که است ای فرضیه شده انتخاب فرضیه نماید. اعلام خروج

باشد. کمینه شود م تعریف

hSRM
m = argmin

h∈Hn,n∈N

[
R̂(h) + Complexity(Hn,m)

]
(۶ .۴)

اندازه و نماید م مشخص را فرضیه فضای غنای یا ظرفیت که فرضیه فضای توصیف قدرت به Complexity(Hn,m) تابع که

دهد. م نشان را ساختاری هزینه سازی کمینه خطای ١ .۴ ل ش است. وابسته آموزش مجموعه

زیادی بسیار محاسبات هزینه دارای اما است برخوردار غن بسیار نظری پشتوانه از ساختاری هزینه سازی کمینه روش اینکه علیرغم

کمینه وریتم ال توسط باید که مسایل تعداد آیا نماید. اجرا Hn از خانواده هر برای را تجربی هزینه سازی کمینه وریتم ال م بایست و است

ر دی باشد صفر برابر تجربی خطای n > n٠ ی برای اگر زیرا نیست بینهایت مسایل تعداد این است؟ نهایت بی نماییم حل خطا سازی

نیست. نهایت بی مسایل این تعداد نتیجه در و نیست مسایل آن حل به نیاز

نماییم. استفاده H های فرضیه کلاس در ترجیح نمودن مشخص برای م توانیم پیشین دانش از شد، بیان این از پیش که گونه همان

مشخص را وزن تابع سپس و نوشت H =
⋃

n∈N
Hn صورت به م توان را H که م کنیم فرض ابتدا در ساختاری، هزینه سازی کمینه در

هر برای است. بیشتر ترجیح معنای به وزن بیشتر مقدار که گونه ای به م شود داده Hn فرضیه کلاس هر به w : N 7→ [٠, ١] که نمود

م کنیم بیان ادامه در است. mUC
Hn

(ϵ, δ) برابر آن نمونه ای پیچیدگ و است نواخت ی رایی هم ویژگ دارای Hn که م کنیم فرض n ∈ N

نماییم تعریف زیر صورت به را ϵn : N× (٠, ١) 7→ (٠, ١) تابع اگر بریم. کار به یادگیری برای را پیشین دانش چنین م توانیم ونه چ که

ϵn(m, δ) = min
{
ϵ
∣∣ mUC

H (ϵ, δ) ≤ m
}
. (٧ .۴)

تعریف از هستیم. علاقه مند تجربی خطای و واقع خطای بین کران کمترین به ما ،m ثابت طول با آموزش مجموعه هر برای یعن

برای زیر نابرابری S ∼ Dm انتخاب روی ١ − δ کم دست احتمال با δ و m هر برای که گرفت نتیجه م توان ϵn و نواخت ی رایی هم

است. برقرار h ∈ Hn همه

|R(h)− R̂(h)| ≤ ϵn(m, δ). (٨ .۴)

پیچیدگ یا اهمیت وزن تابع این .
∑∞

n=١ w(n) ≤ ١ که ای گونه به باشد ها فرضیه کلاس روی وزن تابع w : N 7→ [٠, ١] که کنید فرض

کلاس از کدام هر به توانیم م انگاه باشد H١,H٢, . . . , HM فرضیه فضای M از متناه مجموعه H اگر دهد. م نشان را فرضیه کلاس
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کلاس شمارای اجتماع از H اگر اما است. (ترجیح) پیشین دانش نداشتن دهنده نشان نواخت ی وزن این بدهیم. تخصیص ١
M وزن ها

توابع نمونه برای است. پذیر ان ام ده وزن ر دی های روش اما نیست پذیر ان ام نواخت ی وزن آنگاه باشد. شده یل تش Hn های فرضیه

هستند. ن مم وزن توابع از نمونه دو زیر

w(n) =
۶

(πn)٢
(٩ .۴)

w(n) = ٢−n (١٠ .۴)

را واقع خطای بالای کران که است فرضیه ای کردن پیدا هدف یعن نماید. کمینه را کران م کند تلاش ساختاری کمینه سازی وریتم ال

نماییم. م معرف وزن تابع تعریف جهت را سرراست روش ادامه در نماید. کمینه

ساختاری). هزینه سازی کمینه برای خطا (کران ٣ .۴ قضیه
فرضیه ای کلاس Hروی کنید فرض همچنین و

∑∞
n=١ w(n) ≤ ١ که گونه ای به شد با وزن تابع wی : N 7→ [٠, ١] کنید فرض

نمونه ای پیچیدگ با نواخت ی رایی هم ویژگ دارای ها Hn از کدام هر که نوشت H =
⋃

n∈N
Hn صورت به بتوان که باشد

و ϵ, δ ∈ (٠, ١) هر برای آنگاه باشد. شده تعریف ϵn(m, δ) = min
{
ϵ
∣∣ mUC

Hn
(ϵ, δ) ≤ m

}
صورت به ϵn اگر باشد mUC

Hn

برقرار h ∈ Hn همه و n ∈ N همه برای زیر نابرابری S ∼ Dm آموزش مجموعه برای ١− δ کم دست احتمال با D توزیع هر
است.

|R(h)− R̂(h)| ≤ ϵn(m,w(n)× δ) (١١ .۴)

است. برقرار h ∈ H همه برای زیر نابرابری ١− δ کم دست احتمال با ،D توزیع و δ ∈ (٠, ١) هر برای ر دی بیان به و

R(h) ≤ R̂(h) + min
h∈Hn,n∈N

ϵn(m,w(n)× δ) (١٢ .۴)

nها همه برای نواخت ی رایی هم ویژگ اینکه به توجه با کنیم. م تعریف δn = w(n) × δ صورت به را δn مقدار n هر برای برهان

برای زیر نابرابری S ∼ Dm انتخاب روی ١ − δ کم دست احتمال با لذا گیریم نظر در ثابت را n اگر است. برقرار (٨ .۴) رابطه مطابق

است. برقرار h ∈ Hn همه

|R(h)− R̂(h)| ≤ ϵn(m, δn) (١٣ .۴)

زیر نابرابری ١ −
∑

n δn = ١ − δ
∑

n w(n) ≥ ١ − δ کم دست احتمال با n = ١, ٢, ٣, . . . روی ٢ اجتماعات کران ارگیری ب با

است. برقرار hها ∈ Hn همه و nها همه برای

|R(h)− R̂(h)| ≤ ϵn(m, δn) (١۴ .۴)

■ شود. م کامل قضیه اثبات ترتیب بدین و

کنیم تعریف زیر صورت به را n(h) اگر

n(h) = min{n | h ∈ Hn} (١۵ .۴)
2Union bound
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and then Equation (7.3) implies that

LD(h) ≤ LS(h) + ϵn(h)(m,w(n(h)) · δ).

The SRM paradigm searches for h that minimizes this bound, as formalized in
the following pseudocode:

Structural Risk Minimization (SRM)

prior knowledge:
H =

⋃
n Hn where Hn has uniform convergence with mUC

Hn

w : N→ [0,1] where
∑

n w(n) ≤ 1
define: ϵn as in Equation (7.1); n(h) as in Equation (7.4)
input: training set S ∼Dm , confidence δ

output: h ∈ argminh∈H
[
LS(h) + ϵn(h)(m,w(n(h)) · δ)

]

Unlike the ERM paradigm discussed in previous chapters, we no longer just care
about the empirical risk, LS(h), but we are willing to trade some of our bias toward
low empirical risk with a bias toward classes for which ϵn(h)(m,w(n(h)) ·δ) is smaller,
for the sake of a smaller estimation error.

Next we show that the SRM paradigm can be used for nonuniform learning of
every class, which is a countable union of uniformly converging hypothesis classes.

Theorem 7.5. Let H be a hypothesis class such that H=
⋃

n∈NHn , where each Hn has
the uniform convergence property with sample complexity mUC

Hn
. Let w : N→ [0,1] be

such that w(n) = 6
n2π2 . Then, H is nonuniformly learnable using the SRM rule with

rate

mNUL
H (ϵ,δ,h) ≤ mUC

Hn(h)

(
ϵ/2 , 6δ

(πn(h))2

)
.

Proof. Let A be the SRM algorithm with respect to the weighting function w. For
every h ∈ H, ϵ, and δ, let m ≥ mUC

Hn(h)
(ϵ,w(n(h))δ). Using the fact that

∑
n w(n) = 1,

we can apply Theorem 7.4 to get that, with probability of at least 1 − δ over the
choice of S ∼Dm , we have that for every h′ ∈H,

LD(h′) ≤ LS(h′) + ϵn(h′)(m,w(n(h′))δ).

The preceding holds in particular for the hypothesis A(S) returned by the SRM rule.
By the definition of SRM we obtain that

LD(A(S)) ≤ min
h′

[
LS(h′) + ϵn(h′)(m,w(n(h′))δ)

]
≤ LS(h) + ϵn(h)(m,w(n(h))δ).

Finally, if m ≥ mUC
Hn(h)

(ϵ/2,w(n(h))δ) then clearly ϵn(h)(m,w(n(h))δ) ≤ ϵ/2. In addi-
tion, from the uniform convergence property of each Hn we have that with
probability of more than 1 − δ,

LS(h) ≤ LD(h) + ϵ/2.

Combining all the preceding we obtain that LD(A(S)) ≤ LD(h)+ϵ, which concludes
our proof.

Note that the previous theorem also proves Theorem 7.3.

ساختاری هزینه سازی کمینه وریتم ال ٢ .۴ ل ش

دهد. م را زیر نتیجه (١٢ .۴) رابطه آنگاه

R(h) ≤ R̂(h) + ϵn(h)(m,w(n(h))× δ) (١۶ .۴)

وریتم ال در روش این و نماید م جستجو نماید کمینه را بالا کران که ای فرضیه پیداکردن برای را فضا ساختاری هزینه سازی کمینه روش

است. شده ارایه ٢ .۴

اجتماع از که فرضیه ای فضای هر نواخت نای یادگیری برای تواند م ساختاری هزینه سازی کمینه روش که داد نشان توان م همچنین

رود. کار به دارند را نواخت ی رایی هم ویژگ که هایی فرضیه فضای شمارای

ساختاری). هزینه کمینه سازی روش با نواخت نای یادگیری (قابلیت ۴ .۴ قضیه
وزن تابع همچنین باشد. mUC

Hn
نمونه ای پیچیدگ با نواخت ی رایی هم ویژگ دارای Hn ه بطوری H =

⋃
n∈N

Hn کنید فرض

سازی کمینه روش توسط نواخت نای یادگیری قابلیت H آنگاه باشد. شده تعریف w(n) = ۶
π٢n٢ صورت به w : N 7→ [٠, ١]
دارد. را زیر نرخ با ساختاری هزینه

mNUL
H (ϵ, δ, h) ≤ mUC

Hn(h)

(
ϵ

٢
,

۶δ
(πn(h))٢

)
(١٧ .۴)

فرض δ و ϵ ،h ∈ H هر برای آنگاه باشد. w(n) وزن تابع با ساختاری هزینه سازی کمینه وریتم ال ی ،A وریتم ال کنید فرض برهان

کم دست احتمال با ،٣ .۴ قضیه از استفاده با ،
∑

n w(n) = ١ که آنجایی از باشد. برقرار m ≥ mUC
Hn(h)

(
ϵ
٢ , w(n(h))δ

)
نابرابری کنید

است. برقرار h ∈ H های فرضیه همه برای زیر نابرابری S ∼ Dm آموزش مجموعه برای ١− δ

R(h) ≤ R̂(h) + ϵn(h)(m,w(n(h))δ). (١٨ .۴)

هزینه سازی کمینه تعریف از است. برقرار شود م تولید ساختاری هزینه سازی کمینه وریتم ال توسط که A(S) فرضیه ي برای بالا نابرابری

آوریم. بدست را زیر نابرابری توانیم م ساختاری

R(A(S)) ≤ min
h

R̂(h′) + ϵn(h′)(m,w(n(h′))δ) (١٩ .۴)

≤ R̂(h) + ϵn(h)(m,w(n(h))δ) (٢٠ .۴)

رایی هم ویژگ طرف از است. برقرار هم ϵn(h)(m,w(n(h))δ) ≤ ϵ/٢ نابرابری باشد m ≥ mUC
Hn(h)

(ϵ/٢, w(n(h))δ) اگر پایان در

،(٢٠ .۴) نابرابری با نابرابری این ترکیب با است برقرار R̂(h) ≤ R(h) + ϵ/٢ نابرابری ١ − δ کم دست احتمال با Hn هر نواخت، ی
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آید م بدست زیر نابرابری

R(A(S)) ≤ R(h) + ϵ. (٢١ .۴)

■ گردد. م تکمیل قضیه اثبات که

قابلیت باشند شده یل تش متناه V C بعد با فرضیه هایی مجموعه شمارای اجتماع از که فرضیه فضای هر که دادیم نشان این از پیش

X فضای روی دسته ای دو های بند دسته همه مجموعه ،X نامتناه فضای هر برای که داد نشان توان م دارد. را نواخت نای یادگیری

برای No free lunch قضیه که است معنا بدان این داد. یل تش متناه V C بعد با هایی فرضیه مجموعه شمارای اجتماع توان نم را

ن مم بندهای دسته همه مجموعه برای نواخت نای یادگیر هیچ است نامتناه نمونه فضای که هنگام است. برقرار نیز نواخت نای یادگیری

دارد. وجود یادگیری وریتم ال ی بندها، دسته این از هری برای هرچند ندارد. وجود دسته ای دو

پیشین دانش این آیا و چیست نواخت نای یادگیری برای پیشین دانش نقش که است این دارد وجود نواخت نای یادگیری در که ری دی نکته

فرضیه فضای انتخاب صورت به پیشین دانش معمولا نواخت، ی یادگیری قابلیت در آن؟ کاهش یا م شود نمونه ای پیچیدگ افزایش سبب

وارد یادگیری وریتم ال در وزن تابع یا ترجیح صورت به پیشین دانش این نواخت نای یادگیری در ه حالی در م شود وارد یادگیری وریتم ال در

دانش کردن ضعیف این هزینه و است نواخت ی یادگیری قابلیت در که است ای گونه از ضعیف تر پیشین دانش نوع این است بدیه م شود.

کمینه سازی وریتم ال توانیم م باشیم داشته n باره در پیشین دانش اگر است. Hn فضاهای از کدام هر نمونه ای پیچیدگ افزایش پیشین،

ی C و V C(Hn) = n که C
n+log( ١

δ )
ϵ٢ با است برابر نمونه ای پیچیدگ حالت این در که نماییم اجرا Hn فضای روی را تجربی خطای

این در و نموده اجرا H فضای روی را ساختاری هزینه سازی کمینه وریتم ال باشیم نداشته n باره در دانش پیشین اگر است. ثابت مقدار

با است برابر نواخت نای یادگیر ای نمونه پیچیدگ ۴ .۴ قضیه از استفاده با حالت

mNUL
H (ϵ, δ, h) ≤ mUC

Hn
(ϵ/٢, w(n)δ) = O

n+ log
(

١
w(n)

)
+ log

( ١
δ

)
ϵ٢

 (٢٢ .۴)

داشت. خواهیم نماییم محاسبه را ای نمونه پیچیدگ تفاضل و شود گرفته نظر در w(n) = ١
٢n٢ وزن تابع اگر نمونه برای

mNUL
H (ϵ, δ, h)−mUC

Hn
(ϵ/٢, w(n)δ) = O

n+ log
(

١
w(n)δ

)
ϵ٢

−O

(
n+ log

( ١
δ

)
ϵ٢

)

= O

 log
(

١
w(n)

)
ϵ٢

 (٢٣ .۴)

= O

(
log n

ϵ٢

)
(٢۴ .۴)

نواخت نای یادگیر مشخص، مساله ی برای نتیجه در است. یادگیر نمونه ای پیچیدگ افزایش پیشین دانش کردن ضعیف هزینه نتیجه در

باشد.
∑

h∈H w(h) ≤ ١ صورت به وزن تابع w : H 7→ [٠, ١] که کنید فرض حال نواخت. ی یادگیر تا دارد نیاز نمونه بیشتری تعداد به

داراد. را نواخت نای یادگیری قابلیت باشد شده تعریف بالا صورت به آن وزن که H فرضیه فضای یادگیری که م دهیم نشان قضیه در

.() ۵ .۴ قضیه
δ > ٠ هر و h ∈ H هر برای آنگاه باشد.

∑
h∈H w(h) ≤ ١ صورت به وزن تابع w : H 7→ [٠, ١] و ها فرضیه فضای H اگر
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است. برقرار زیر نابرابری عضو m با S آموزش مجموعه هر برای و D توزیع هر و

P
S∼Dm

R(h) ≤ R̂(h) +

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m

 ≥ ١− δ. (٢۵ .۴)

کنیم. م اثبات را زیر نابرابری معادل بطور برهان

P
S∼Dm

∃h ∈ H

∣∣∣∣∣∣∣∣ |R̂(h)−R(h)| ≥

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m

 ≤ δ. (٢۶ .۴)

کنیم. تعریف زیر صورت به را ϵh مقدار h ∈ H هر برای اگر

ϵh =

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m
. (٢٧ .۴)

داشت خواهیم اجتماعات کران قاعده از استفاده با

P
S∼Dm

[
∃h ∈ H

∣∣∣ |R̂(h)−R(h)| ≥ ϵh

]
≤
∑
h∈H

P
S∼Dm

[
|R̂(h)−R(h)| ≥ ϵh

∣∣∣ .] (٢٨ .۴)

نماییم. محاسبه را بالا کران توانیم م هافدینگ نابرابری از استفاده با

P
S∼Dm

[
|R̂(h)−R(h)| ≥ ϵh

]
≤ ٢ exp

[
−٢mϵ٢h

]
= ٢ exp

[
− ln

(
٢

w(h)δ

)]
= ٢ exp

[
ln

(
w(h)δ

٢

)]
= w(h)δ

≤ δ. (٢٩ .۴)

داشت. خواهیم (٢٨ .۴) نابرابری در بالا نابرابری زین جای با

P
S∼Dm

∃h ∈ H

∣∣∣∣∣∣∣∣ |R̂(h)−R(h)| ≥

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m

 ≤
∑
h∈H

P
S∼Dm

[
|R̂(h)−R(h)| ≥ ϵh

∣∣∣ ]

≤ δ
∑
h∈H

w(h) (٣٠ .۴)

≤ δ. (٣١ .۴)

■ است. شده گرفته نتیجه
∑

h∈H w(h) ≤ ١ قید به توجه با آخر نابرابری
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.() ۶ .۴ قضیه
با A یادگیری وریتم ال اگر باشد.

∑
h∈H w(h) ≤ ١ صورت به وزن تابع w : H 7→ [٠, ١] و فرضیه فضای H کنید فرض

فرضیه ،S آموزش مجموعه دریافت

ĥ = argmin
h∈H

R̂(h) +

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m
(٣٢ .۴)

m ≥ ٢
ln( ١

w(h) )+ln(٢/δ)
ϵ٢ کم دست آموزش مجموعه اگر ،D توزیع هر و δ > ٠ هر و h ∈ H هر برای آنگاه نماید تولید را

است. برقرار زیر نابرابری آنگاه باشد. داشته نمونه

P
S∼Dm

[
R(ĥ) ≥ R(h) + ϵ

]
≤ δ. (٣٣ .۴)

هستند. برقرار زیر نابرابری دو ١− δ کم دست احتمال با که گیریم م نتیجه ۵ .۴ قضیه از برهان

R(ĥ) ≤ R̂(ĥ) +

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m
(٣۴ .۴)

R̂(h) ≤ R(h) +

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m
(٣۵ .۴)

داشت. خواهیم نماییم زین جای بالا رابطه در قضیه صورت از را m اگر

R(ĥ) ≤ R̂(h) +
ϵ

٢
. (٣۶ .۴)

داشت. خواهیم م کند کمینه را قضیه صورت در شده قید کران ĥ اینکه به توجه با

R(ĥ) ≤ R̂(ĥ) +

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m
(٣٧ .۴)

R̂(h) ≤ R(h) +

√√√√ ln
(

١
w(h)

)
+ ln(٢/δ)

٢m
(٣٨ .۴)

≤ R̂(h) +
ϵ

٢
(٣٩ .۴)

≤ R(h) +
ϵ

٢
+

ϵ

٢
(۴٠ .۴)

= R(h) + ϵ. (۴١ .۴)

■ م گردد. کامل قضیه اثبات که

توصیف طول کمینه ٣ .۴
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با این از پیش بنویسیم. H =
⋃

n∈N{hn}صورت به را آن توانیم م صورت این در باشد ها فرضیه از شمارایی فضای H که کنید فرض

است. mUC(ϵ, δ) = log(٢/δ)
٢ϵ٢ نرخ با نواخت ی رایی هم ویژگ دارای فرضیه ای تک فضای ی که دادیم نشان هافدینگ نابرابری کم

است. زیر صورت به ساختاری هزینه سازی کمینه قاعده و ϵn(ϵ, δ) =
√

log(٢/δ)
٢ϵ٢ با است برابر ϵn مقدار نتیجه در

argmin
hn∈H

[
R̂(hn) +

√
log(١/w(n)) + log(٢/δ)

٢m

]
(۴٢ .۴)

م شود. زیر صورت به ساختاری هزینه سازی کمینه قاعده و گیریم نظر در w : H 7→ [٠, ١] صورت به را وزن تابع توانیم م معادل طور به

argmin
h∈H

[
R̂(hn) +

√
− logw(h) + log(٢/δ)

٢m

]
(۴٣ .۴)

که هایی فرضیه به حالت این در گردد. م مشخص شود م داده انتساب فرضیه هر به که w(h) وسیله به پیشین دانش حالت این در

این در م دهد. بیشتری ترجیح دارند بیشتری وزن که هایی فرضیه به یادگیری وریتم ال و شود م داده بیشتری وزن هستند بهتر م کنیم فکر

اگر کنیم؟ م توصیف را فرضیه ی ونه چ حال است. وابسته ها فرضیه توصیف طول به که کنیم م تعریف H روی وزن تابع ی بخش،

L : H 7→ Σ∗ صورت به تابع H فرضیه فضای توصیف برای زبان ی باشد. ن مم های رشته همه Σ∗ و الفبا مجموعه Σ = {٠, ١}

با را توصیف این طول درادامه شود. م نامیده h توصیف L(h) و کند م نگاشت L(h) توصیف ی به را h ∈ H عضو هر که است

شده داده نشان زیر ل ش در که هافمن درخت نمونه برای باشد. داشته را ٣ پیشوند‐آزاد ویژگ باید h توصیف زبان دهیم. م نشان |h|

است. پیشوند‐آزاد زبان ی 430است Chapter 16 Greedy Algorithms

a:45 b:13 c:12 d:16 e:9 f:5

58 28 14

86 14

100

0 1 0 1 0 1

0 1 0

0 1

e:9f:5

14
0 1

c:12 b:13

25
0 1

d:16

30
0 1

55
0 1

a:45

100
0 1

(a) (b)

Figure 16.4 Trees corresponding to the coding schemes in Figure 16.3. Each leaf is labeled with
a character and its frequency of occurrence. Each internal node is labeled with the sum of the fre-
quencies of the leaves in its subtree. (a) The tree corresponding to the fixed-length code a = 000, . . . ,
f = 101. (b) The tree corresponding to the optimal prefix code a = 0, b = 101, . . . , f = 1100.

acter, and repeat the decoding process on the remainder of the encoded file. In our
example, the string 001011101 parses uniquely as 0 ! 0 ! 101 ! 1101, which decodes
to aabe.

The decoding process needs a convenient representation for the prefix code so
that we can easily pick off the initial codeword. A binary tree whose leaves are
the given characters provides one such representation. We interpret the binary
codeword for a character as the simple path from the root to that character, where 0
means “go to the left child” and 1 means “go to the right child.” Figure 16.4 shows
the trees for the two codes of our example. Note that these are not binary search
trees, since the leaves need not appear in sorted order and internal nodes do not
contain character keys.

An optimal code for a file is always represented by a full binary tree, in which
every nonleaf node has two children (see Exercise 16.3-2). The fixed-length code
in our example is not optimal since its tree, shown in Figure 16.4(a), is not a full bi-
nary tree: it contains codewords beginning 10. . . , but none beginning 11. . . . Since
we can now restrict our attention to full binary trees, we can say that if C is the
alphabet from which the characters are drawn and all character frequencies are pos-
itive, then the tree for an optimal prefix code has exactly jC j leaves, one for each
letter of the alphabet, and exactly jC j " 1 internal nodes (see Exercise B.5-3).

Given a tree T corresponding to a prefix code, we can easily compute the number
of bits required to encode a file. For each character c in the alphabet C , let the
attribute c: freq denote the frequency of c in the file and let dT .c/ denote the depth

پیشوند‐آزاد. زبان از ای نمونه عنوان به هافمن درخت ٣ .۴ ل ش

باشد. م معروف ۴ کرافت نابرابری به که است زیر ویژگ دارای پیشوند‐آزاد های رشته از مجموعه هر

کرافت). (نابرابری ١ .۴ لم
است. برقرار زیر نابرابری آنگاه باشند پیشوند‐آزاد های رشته از مجموعه ی s ⊂ {٠, ١}∗ ∑اگر

σ∈s

١
٢|σ|
≤ ١. (۴۴ .۴)

شیر اگر م کنیم پرتاپ را ه س م گیریم. نظر در ابتدا در صفر طول با رشته ی م بریم. کار به را سالم ه س ی لم، این اثبات برای برهان

نه. یا است S از عضوی رشته آیا که م کنیم بررس رشته به بیت هر افزودن با م کنیم. اضافه رشته به را ٠ نماد آمد خط اگر و ١ نماد آمد

است برابر σ رشته ی تولید احتمال که آنجا از م کنیم. آغاز را ر دی رشته ای و است شده تمام رشته این تولید کار باشد S از عضوی اگر

■ م گردد. اثبات لم بنابراین نیستند. S عضو نیز رشته ها از برخ و شده تولید هم از مستقل رشته ها و ٢|σ| با
3Prefix-free
4Kraft inequality



توصیف طول کمینه ٣ .۴۵٧

کنیم. تعریف زیر صورت به را w(h) وزن تابع توانیم م کرافت، نابرابری به توجه با

w(h) =
١
٢|h|

. (۴۵ .۴)

باشیم. داشته را زیر قضیه توانیم م بالا، تعریف به توجه با

.() ٧ .۴ قضیه
هر برای آنگاه یرید. ب نظر در را فضا این توصیف برای L : H 7→ {٠, ١}∗ پیشوند‐آزاد توصیف زبان و H فرضیه فضای
است. برقرار h ∈ H همه برای زیر نابرابری ١− δ کم دست احتمال با δ > ٠ هر و D توزیع هر ،S ∼ Dm آموزش مجموعه

R(h) ≤ R̂(h) +

√
|h|+ ln(٢/δ)

٢m
(۴۶ .۴)

است. L(h) توصیف طول |h| که

نابرابری از استفاده و ،ϵn(m, δ) =
√

ln(٢/δ)
٢m زین جای و ٣ .۴ قضیه از استفاده با و باشد وزن تابع w(h) = ١

٢|h| اگر برهان

داشت خواهیم |h| ln ٢ < |h|

R(h) ≤ R̂(h) +

√
|h| ln ٢+ ln(٢/δ)

٢m
(۴٧ .۴)

≤ R̂(h) +

√
|h|+ ln(٢/δ)

٢m
. (۴٨ .۴)

■ م گردد. اثبات قضیه ترتیب بدین و

در آن وریتم ال که گویند م ۵ توصیف طول سازی کمینه روش کند م کمینه را R̂(h) +
√

|h|+ln(٢/δ)
٢m کران که یادگیری روش

کند. م برقرار توصیف طول و تجربی خطای بین مصالحه ای وریتم ال این واقع در است. شده داده نشان زیر ل ش

7.3 Minimum Description Length and Occam’s Razor 65

As was the case with Theorem 7.4, this result suggests a learning paradigm for
H – given a training set, S, search for a hypothesis h ∈ H that minimizes the bound,

LS(h) +
√

|h|+ln(2/δ)
2m . In particular, it suggests trading off empirical risk for saving

description length. This yields the Minimum Description Length learning paradigm.

Minimum Description Length (MDL)

prior knowledge:
H is a countable hypothesis class
H is described by a prefix-free language over {0,1}
For every h ∈H, |h| is the length of the representation of h

input: A training set S ∼Dm , confidence δ

output: h ∈ argminh∈H

[
LS(h) +

√
|h|+ln(2/δ)

2m

]

Example 7.3. Let H be the class of all predictors that can be implemented using
some programming language, say, C++. Let us represent each program using the
binary string obtained by running the gzip command on the program (this yields
a prefix-free description language over the alphabet {0,1}). Then, |h| is simply
the length (in bits) of the output of gzip when running on the C++ program
corresponding to h.

7.3.1 Occam’s Razor

Theorem 7.7 suggests that, having two hypotheses sharing the same empirical risk,
the true risk of the one that has shorter description can be bounded by a lower value.
Thus, this result can be viewed as conveying a philosophical message:

A short explanation (that is, a hypothesis that has a short length) tends to be more
valid than a long explanation.

This is a well known principle, called Occam’s razor, after William of Ockham, a
14th-century English logician, who is believed to have been the first to phrase it
explicitly. Here, we provide one possible justification to this principle. The inequal-
ity of Theorem 7.7 shows that the more complex a hypothesis h is (in the sense of
having a longer description), the larger the sample size it has to fit to guarantee that
it has a small true risk, LD(h).

At a second glance, our Occam razor claim might seem somewhat problematic.
In the context in which the Occam razor principle is usually invoked in science, the
language according to which complexity is measured is a natural language, whereas
here we may consider any arbitrary abstract description language. Assume that we
have two hypotheses such that |h′| is much smaller than |h|. By the preceding result,
if both have the same error on a given training set, S, then the true error of h may
be much higher than the true error of h′, so one should prefer h′ over h. However,
we could have chosen a different description language, say, one that assigns a string
of length 3 to h and a string of length 100000 to h′. Suddenly it looks as if one should

توصیف طول سازی کمینه وریتم ال ۴ .۴ ل ش

دارای که است کمتری واقع خطای کران دارای فرضیه ای دارند، سان ی تجربی خطای که فرضیه ای دو که دارد م بیان ٧ .۴ قضیه

توصیف به نسبت کوتاهتر «توصیف از است عبارت که دارد م بیان ۶ اوکم اصل که آنچه با قضیه این نتیجه باشد. کمتری توصیف طول

کران اینکه برای دارد طولان تری توصیف طول که فرضیه ای که دارد م بیان همچنین قضیه این دارد. سان ی پیام دارد» ترجیح تر طولان

5Minimum description length
6Occam razor



نواخت نای یادگیری ۴ ۵٨

این دارد وجود که مساله ای دارد. نیاز بزرگتری اندازه با آموزش مجموعه به نیاز برسد دارد کمتری توصیف طول با فرضیه که واقع خطای

از پیش و آموزش مجموعه از مستقل فرضیه توصیف زبان اگر است. وابسته فرضیه توصیف زبان به فرضیه ی توصیف طول که است

است. برقرار قضیه این در شده یاد کران آنگاه شود انتخاب آموزش مجموعه دیدن

سازگاری ۴ .۴

است یادگیری قاعده ی سازگاری٧ م گرفتند. نظر در ϵ, δ, h از تابع را نمونه ای پیچیدگ کردیم بررس کنون تا که یادگیری نمادهای

آن اساس بر آزمایش و آموزش های نمونه که P توزیع از تابع م گیرد نظر در ϵ, δ, h از تابع را نمونه ای پیچیدگ اینکه بر علاوه که

شود. م تعریف زیر صورت به سازگاری م گیرد. نظر در شده اند نمونه برداری

باشد. فرضیه فضای H و Z روی توزیع ها از مجموعه ای P دامنه، فضای Z = X × Y که کنید فرض سازگاری

ه طوری به باشد داشته وجود mCON
H : (٠, ٢(١×H×P 7→ N تابع ی اگر است سازگار P و H به نسبت A یادگیری قاعده ی

،m ≥ mCON
H (ϵ, δ, h,D) اندازه با آموزش مجموعه اگر ،D ∈ P هر ،h ∈ H هر ،ϵ ∈ (٠, ١) هر ،δ ∈ (٠, ١) هر برای

باشد برقرار زیر نابرابری S ∼ Dm آموزش مجموعه روی ١− δ کم دست احتمال با آنگاه شود انتخاب

R(A(S)) ≤ R(h) + ϵ. (۴٩ .۴)

٣ .۴ تعریف

م نشان سازگاری تعریف که همان گونه گویند. م ٨ عموم سازگار H به نسبت را A انگاه باشد ن مم های توزیع تمام P اگر

یادگیرهای همه اما هستند سازگار یادگیرهای نواخت، نای یادگیرهای همه یعن است. نواخت نای یادگیری شده راحت نسخه سازگاری دهد،

یرید. ب نظر در را زیر مثال نمونه، برای نیستند. نواخت نای یادگیرهای سازگار،

تنبل). (یادگیرهای ٢ .۴ مثال
اکثریت رای با x آزمون نمونه هر برچسب و کند م ذخیره را آموزش نمونه های که یرید ب نظر در را تنبل یادگیری وریتم ال ی
وجود آموزش مجموعه در x نمونه که صورت در و م گردد تعیین دارد وجود آموزش مجموعه در که x نمونه های برچسب روی
و Y متناه برچسب مجموعه و X شمارای دامنه هر برای داد نشان م توان م گردد. انتخاب پیش فرض برچسب ی نداشت

نیست. نواخت نای یادگیر ی اما است عموم سازگار شده یاد تنبل وریتم ال صفر‐ی هزینه

یادگیری مختلف نمادهای بندی جمع ۵ .۴

آنچه به ریاض تعریف ی  سودمندی م پردازیم. نمادها این سودمندی بررس به اکنون و نمودیم بررس را یادگیری مختلف نماد سه تاکنون

م پردازیم. زیر اهداف نگاه از تعاریف این سودمندی بررس به ادامه در است. وابسته دارد نیاز تعریف آن

چیست؟ شده یادگرفته فرضیه هزینه .١

و درست تقریبا احتمالا یادگیری های روش است. شده یادگرفته فرضیه واقع خطای کردن پیدا کران ها، پیداکردن هدف نخستین

اما کند. نم پیدا را کران چنین سازگاری مدل اما کنند. م پیدا تجربی خطای براساس را واقع خطای کران نواخت، نای یادگیری
7Consistency
8Universally consistent



یادگیری مختلف نمادهای بندی جمع ۵ .۴۵٩

زد. تخمین اعتبارسنج مجموعه کم با را شده یادگرفته فرضیه واقع خطای م توان همیشه

است؟ نیاز مورد آموزش نمونه چند باشد فرضیه بهترین خوبی به شده یادگرفته فرضیه اینکه ٢. برای

برای نماییم؟ آوری جمع آموزش نمونه چند که است این پرسش نخستین نماییم حل را یادگیری مساله ی م خواهیم که هنگام

بهترین به آموزش نمونه های تعداد نواخت نای یادگیری روش های برای اما است روشن پاسخ درست تقریبا احتمالا یادگیری روش های

نیز نمونه برداری توزیع به فرضیه فضای بهترین بر علاوه آموزش نمونه های تعداد سازگار یادگیری روش های برای و فرضیه فضای

ر، دی سویی از است. یادگیری قابلیت برای استفاده قابل مدل تنها درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل سو این از است. وابسته

آن واقع خطای است ن مم باشد بزرگ H تقریب خطای اگر اما باشد کم شده یادگرفته فرضیه براورد خطای است ن مم هرچند

مورد آموزش نمونه چند باشد بیز بهینه بند دسته خوبی به شده یادگرفته فرضیه اینکه «برای که پرسش این به پاسخ برای باشد. زیاد

روش های سودمندی که است دلیل این به این ندارد. روشن پاسخ درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل پرسش، این برای است؟» نیاز

است. وابسته پیشین دانش کیفیت به درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل بر مبتن

درست تقریبا احتمالا یادگیری مدل برای آمده بدست کران های باشند، داشته زیادی واقع خطای شده یادگرفته فرضیه که هنگام

است خطا براورد بخش از آن ریشه که خطا از کران م توانیم که است دلیل بدان این دهیم. انجام باید کاری چه که کنند م کم

فرضیه فضای باید باشد بزرگ تقریب خطای اگر است. تقریب بخش از خطا از مقدار چه ریشه نماییم مشخص نتیجه در و تعیین را

ه حالی در یریم. ب نظر در را مختلف وزن توابع توانیم م بخورد ست ش نواخت نای یادگیر ی اگر مشابه طور به بدهیم. تغییر را

خطای که بدانیم هم اگر تقریب. خطای یا است براورد خطای بدلیل آیا که دانیم نم بخورد ست ش سازگار یادگیری روش ی اگر

باشیم. داشته کوچ براورد خطای تا باشیم داشته باید نمونه چند نم دانیم باشد زیاد براورد

دهیم؟ نمایش را پیشین دانش ونه چ یریم؟ یادب ونه چ .٣

احتمالا یادگیری تعریف م دهد. پاسخ یادگرفت؟» باید ونه «چ پرسش به که است این یادگیری نظریه های ویژگ مهم ترین از ی

مدل این نماید. م مشخص را پیشین دانش لزوم همچنین و No free lunch قضیه کم به را یادگیری محدودیت درست تقریبا

روش ی فرضیه، فضای انتخاب از پس نماید م ارایه را فرضیه فضای انتخاب کم با پیشین دانش نمایش برای روشن روش

نماید م ارایه را است تجربی خطای سازی کمینه همان که یادگیری عموم

از پس نماید م ارایه را فرضیه فضای روی وزن تابع کم با پیشین دانش نمایش برای روشن روش نیز نواخت نای یادگیری مدل

کمینه یادگیری روش نماید. م ارایه را است ساختاری خطای سازی کمینه همان که یادگیری عموم روش ی وزن، تابع انتخاب

داشته اختیار در جزیی پیشین دانش که زمان ویژه به کند م کم مدل انتخاب در که دارد را برتری این ساختاری خطای سازی

باشیم.

به نیازی حالت ها، از بسیاری در نم کند. ارایه پیشین دانش نمایش برای روش هیچ پیشین، مدل دو عکس بر سازگاری مدل اما

است. برچسب متناه تعداد با شمارا نمونه فضای هر برای سازگار وریتم ال ی ٢ .۴ مثال وریتم ال نمونه، برای نیست. پیشین دانش

است. ضعیف خیل نیازمندی ی سازگاری که کند م اشاره این

دهیم؟ ترجیح را یادگیری وریتم ال کدام باید .۴

به نسبت وریتم ال ی که است خوب خیل است، ضعیف نیازمندی ی سازگاری اینکه وجود با که شود آورده دلیل است ن مم

بند دسته باشیم داشته آموزش نمونه کاف اندازه به اگر که نماید م تضمین روش این باشد. سازگار Y به X از توابع همه مجموعه

نباشد سازگار ری دی و باشد سازگار ی که وریتم ال دو اگر نتیجه در بود. خواهد بیز بهینه دسته بند خوبی به همیشه شده یادگرفته

و کاربردها از بسیاری در آنکه نخست است. ل ساز مش دلیل دو به نتیجه گیرeی این چند هر م دهیم. ترجیح را سازگار وریتم ال
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آموزش نمونه مقدار این نم توانیم عمل در و است زیاد خیل سازگار های وریتم ال نمونه ای پیچیدگ ها، توزیع از بسیاری برای

توابع همه مجموعه به نسبت را نواخت نای و درست تقریبا احتمالا وریتم های ال که نیست سخت خیل اینکه، دوم نماییم. جمع آوری

تبدیل سازگار وریتم ال به را یادگیری وریتم ال هر توان م سادگ به که آنجایی از نماییم. تبدیل سازگار وریتم های ال به Y به X از

دهیم. ترجیح ناسازگار های وریتم ال به را سازگار وریتم های ال که نیست خردمندانه بنابراین نمود

پرسش ها

برچسب نقاط بقیه برای و +١ برچسب نقطه متناه تعداد به ازای و X = R که گونه ای به  است فرضیه ا ی فضای یادگیری هدف ١ .۴

نمایید. اثبات را خود ادعای دارد؟ را نواخت نای یادگیری قابلیت فضا این آیا نماید. تولید −١

نمایید. اثبات را خود ادعای است؟ برقرار نواخت نای یادگیری برای NFL قضیه آیا ٢ .۴
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و شد گفته سخن یادگیری، برای لازم نمونه های تعداد از عبارت است که یادگیری روش های آماری ویژگ های باره در پیشین های بخش در

منابع آن در که است خودکار یادگیری داشتن هدف ، عمل کاربردهای در گفته شد. سخن یادگیری نیاز مورد اطلاعات باره در ر، دی بیان  به

پس شود. تولید نهایی فرضیه تا گیرد انجام محاسبات م بایست شد جمع آوری آموزش نمونه های که هنگام هستند. مهم بسیار محاسبات

یادگیری عمل کاربردهای در محاسبات منابع این گردند. تعیین آزمون نمونه های برچسب تا است محاسبات به نیاز فرضیه این تولید از

نمونه ای پیچیدگ توسط که موردنیاز خورده برچسب نمونه های (١) هستند. دسته دو یادگیری برای لازم منابع هستند. مهم بسیار ماشین

به طور و محاسبات پیچیدگ بخش این در م شوند. مشخص محاسبات پیچیدگ توسط که لازم محاسبات منابع (٢) و م شوند مشخص

کنیم. م بررس را یادگیری وریتم های ال اجرای زمان خاص

برای است. وابسته آن سازی پیاده   همچنین و شده طراح وریتم ال ، نویس برنامه زبان استفاده، ماشین به وریتم ال ی اجرای زمان

م کنیم. محاسبه مجانبی به صورت را وریتم ها ال اجرای زمان ر)، دی عوامل برای مشابه طور (به ماشین به اجرا زمان وابستگ از جلوگیری

زمان که است معنا بدان این است. ورودی اندازه n که است O(n log n) مرتبه از ادغام مرتب سازی وریتم ال اجرای زمان نمونه برای

که گونه ای به هستند وابسته ماشین به که دارند وجود n٠ و c «ثابت های م شود. تعریف زیر به صورت ماشین هر در وریتم ال این اجرای

اگر گویند م کارا را وریتم ال ی است.» cn log n حداکثر ثانیه) (به ادغام سازی مرتب وریتم ال اجرای زمان n > n٠ مقدار هر برای

اندازه اساس بر را وریتم ال اجرای زمان تحلیل، نوع این است. n براساس جمله ای چند ی p(n) که شود اجرا O(p(n)) مرتبه از زمان در

گرفته نظر در ورودی اندازه عنوان به ورودی آرایه اعضا تعداد ، ادغام سازی مرتب وریتم ال در نمونه برای نماید. م محاسبه (n) ورودی

م شود.

اجرا زمان محاسبه شیوه و مثال چندین سپس و م شود تعریف رسم بطور وریتم ال محاسبات پیچیدگ نخست فصل این ادامه در

۶١
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نمونه یادگیری وریتم ال ی ١ .۵ ل ش

مسایل سخت پایان در و حل را یادگیری مسایل فرضیه فضای تغییر با م توان ونه چ که دهیم م نشان همچنین و م گردد بررس آنها در

م شود. بررس یادگیری

یادگیری محاسبات پیچیدگ ١ .۵

ناشناخته توزیع اساس بر که آموزش نمونه های و ℓ هزینه تابع ،H فرضیه های فضای ،Z = X ×Y نمونه فضای به یادگیری وریتم ال ی

باید یادگیری وریتم ال δ و ϵ پارامترهای از مقدار هر برای دارد. دسترس شده اند برداری نمونه ،Z نمونه فضای از مستقل صورت به و D

باشد. برقرار زیر نابرابری ١− δ کم دست احتمال با که نماید تولید را hی فرضیه 

R(h) ≤ R̂(h) + ϵ. (١ .۵)

داد. نشان ١ .۵ ل ش به صورت م توان را ماشین یادگیری وریتم ال ی ر دی بیان به

مانند انتزاع ماشین ی (١) آنها در که م کنیم استفاده وریتم ها ال تحلیل استاندارد روش های از یادگیری وریتم های ال تحلیل برای

اندازه تعیین شود مشخص م بایست که مساله ای نخستین دهیم. م انجام را وریتم ال مجانبی تحلیل (٢) و م گیریم نظر در تورینگ ماشین

نظر در را زیر های حالت نمونه برای داشت. خواهیم متفاوت های تحلیل یریم ب نظر در چه را ورودی اندازه اینکه اساس بر است. ورودی

یرید. ب

باشد. S آموزش مجموعه اندازه با برابر ورودی اندازه .١

m(ϵ, δ) از آموزش مجموعه اندازه اگر چون گرفت نظر در ورودی اندازه عنوان به تنهایی به  نم توان را آموزش مجموعه اندازه

آموزش مجموعه بنابراین نکند. استفاده را آنها و نماید صرفنظر اضاف نمونه های از م تواند سادگ به یادگیری وریتم ال باشد بزرگتر

کرد. نخواهد تر پیچیده را یادگیری مساله و شد نخواهد یادگیری زمان افزایش باعث بزرگتر

باشد فرضیه فضای اندازه با برابر ورودی اندازه .٢

وریتم ال اجرای زمان افزایش باعث و نشد نخواهد مساله شدن پیچیده تر باعث فرضیه فضای اندازه دیدیم، این از پیش که گونه همان

است. بی نهایت فضا این اندازه حال که در یادگرفت کارا به صورت توان م را آستانه فرضیه فضای شد. نخواهد یادگیری

باشد. ( ویژگ (تعداد دامنه فضای ابعاد تعداد با برابر ورودی اندازه .٣

است. چندجمله ای تابع ی p(.) که p( ١ϵ ,
١
δ ) نمونه برای باشد. f(ϵ, δ) مانند δ یا ϵ از تابع یا δ یا ϵ با برابر ورودی اندازه .۴

که پارامتری از درست تقریبا احتملا یادگیری تعریف در که است دلیل همین به دهد. نشان را فرضیه فضای پیچیدگ که پارامتر ی .۵

م کنیم. استفاده بدهد نشان را فرضیه فضای توصیف قدرت یا پیچیدگ
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وریتم ال نمونه برای است. مهم بسیار دهیم نمایش را تابع این ونه چ اینکه است. h : X 7→ Y فرم به تابع ی یادگیری وریتم ال خروج

کن» اجرا S روی را را خطا کمینه سازی وریتم «ال ل ش به توصیف آن خروج و است S آموزش مجموعه آن ورودی که گیرید نظر در را

به را وریتم ال ی اجرای زمان ل مش رفع برای کند. م منتقل آزمون زمان به را محاسبات همه اما است قبول قابل توصیف این باشد.

کنیم. م تعریف زیر صورت

فرضیه تولید برای که زمان بیشترین از است عبارت یادگیری وریتم ال اجرای زمان یادگیری وریتم ال اجرای زمان

از است عبارت یادگیری وریتم ال ی اجرای زمان ر، دی عبارت به است. نیاز مورد نمونه ی برچسب تولید یا

max{h فرضیه تولید برای نیاز مورد زمان , x نمونه برچسب تولید برای نیاز مورد زمان }.

١ .۵ تعریف

غیر در کرد استفاده شده تولید فرضیه از بتوان و باشد کارا کاف اندازه به شده تولید فرضیه که است شده ارایه دلیل این به تعریف این

بود. نخواهد معتبر یادگیری وریتم های ال اجرای زمان اینصورت

مجموعه ی تجربی خطای کمینه سازی وریتم ال ورودی که گیرید. نظر در را Rn فضای در مستطیل ها مربع یادگیری مساله حال

م کند. تولید را آن تجربی خطای کمینه سازی روش که است فرضیه ای خروج و است m اندازه با آموزش

یریم. ب نظر در را زیر های حالت محورها، موازی اضلاع با مستطیل یادگیری مساله در توانیم م نمونه برای

دهیم. تغییر را (n) بعدها مقدار و گرفته نظر در ثابت را δ یا ϵ متغیرهای مقدار .١

دهیم. تغییر را (δ) اطمینان بازه و گرفته نظر در ثابت را n یا ϵ متغیرهای مقدار .٢

دهیم. تغییر را (ϵ) خطا مقدار و گرفته نظر در ثابت را n یا δ متغیرهای مقدار .٣

مجانبی تحلیل توانیم م شدند انتخاب ر دی پارامترهای و ورودی اندازه که هنگام داشت. خواهیم مسایل از دنباله ی حالت سه هر در

دهیم. انجام را وریتم ال

پیچیدگ از استفاده یادگیری، وریتم ال ی محاسبات پیچیدگ تحلیل برای معقول روش درست، تقریبا احتمالا یادگیری مدل براساس

شد بیان این از پیش که همان گونه دانست. وریتم ال ورودی مفید اندازه بعنوان م توان را نمونه ای پیچیدگ ر دی بیان به است. آن نمونه ای

فضای که وییم ب باید بنابراین است. وابسته فرضیه فضای پیچیدگ و (δ (پارامتر اطمینان بازه ،(ϵ (پارامتر دقت مقدار به ای نمونه پیچیدگ

δ اطمینان و ϵ خطای با را H فضای که باشد داشته وجود A یادگیری وریتم ال ی اگر است یادگیری قابل جمله ای چند زمان در H فرضیه

نمونه هر اندازه که م کند فرض بالا تعریف باشد. نمونه ای اش پیچیدگ براساس چندجمله ای تابع ی آن محاسبات پیچیدگ و م گیرد یاد

θ(n) ضریب ی حالت این در داد. انجام را محاسبات پیچیدگ تحلیل ویژگ ابعاد براساس صریح صورت به که است متداول است. ثابت

م شود. ضرب اجرا زمان عبارت در است ورودی بعدهای تعداد n که

آزمون نمونه که زمان در و نماید ذخیره حافظه در را نمونه ها آموزش زمان در یادگیری وریتم ال که معنا بدین است فریبنده بالا تعریف

جلوگیری برای نماید. م مشخص را آزمون نمونه برچسب سپس و نموده پیدا را فرضیه تجربی، خطای کمینه سازی روش با م شود وارد

تعیین را آزمون های نمونه برچسب نمونه ای، پیچیدگ براساس چندجمله ای زمان در نیز شده تولید فرضیه که داریم نیاز ، فریبندگ چنین از

نماید.

دقت پارامتر ϵ بعدی، n نمونه فضای روی فرضیه فضای H کنید فرض یادگیری وریتم های ال محاسبات پیچیدگ

پیچیدگ آنگاه باشد. δ اطمینان و ϵ دقت پارامترهای با نمونه ای پیچیدگ mH(ϵ, δ) کنید فرض همچنین باشد. اطمینان پارامتر δ و

داشته وجود یادگیری وریتم ال ی اگر است O(nmH(ϵ, δ)) مرتبه از H فرضیه فضای درست تقریبا احتمالا یادگیری محاسبات

٢ .۵ تعریف
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وریتم ال این توسط شده تولید فرضیه اجرای زمان و یرد ب یاد درست تقریبا احتمالا O(nmH(ϵ, δ)) زمان در را H فضای که باشد

باشد. O(nmH(ϵ, δ)) مرتبه از x نمونه برچسب تعیین برای

رفته کار به δ اطمینان پارامتر و ϵ دقت پارامتر ،n نمونه فضای ابعاد ،H فرضیه فضای همانند مرتبط پارامترهای همه بالا، تعریف در

تعریف را چندجمله ای زمان در یادگیری حال بالا، تعریف به توجه با است. ثابت عدد ی نیز nmH(ϵ, δ) ورودی مفید اندازه درنتیجه اند.

فضای به ورودی مفید اندازه آنجایی از گوییم. م سخن ورودی مفید اندازه رشد با مسایل از دنباله ای باره در ما تعریف این برای نماییم. م

ی کدام که نماییم مشخص دقیق صورت به باید ما لذا است وابسته δ اطمینان پارامتر و ϵ دقت پارامتر ،n نمونه فضای ابعاد ،H فرضیه

توانیم م را مساله این یرید. ب نظر در را متناه فرضیه فضای یادگیری مطلب، شدن روشن برای هستند. متغیر ی کدام و ثابت اینها از

اگر یریم. ب یاد O(nmH(ϵ, δ)) زمان در mH(ϵ, δ) اندازه با آموزش مجموعه از استفاده با H روی کورکورانه جستجوی از استفاده با

ثابت را پارامترها بقیه اگر م شود. اجرا جمله ای چند زمان در وریتم ال این کنیم فرض متغیر را پارامترها بقیه و کنیم فرض ثابت را |H|

اریتم ل صورت به mH(ϵ, δ) ه حالی در است نمایی وریتم ال این اجرای زمان آنگاه کنیم تحلیل |H|براساس را اجرا زمان و کنیم فرض

است. نمایی تابع ی n اساس بر |H| زیرا م کند. رشد |H| با

م شود. تعریف زیر صورت به کارا یادگیری شده، بیان مطالب به توجه با

چند ی اگر است یادگیری قابل کارا صورت به (nk,Hk, ϵk, δk)
∞
k=١ یادگیری مسایل از دنباله ای کارا یادگیری

صورت به را Hk فضای که گونه ای به باشد داشته وجود یادگیری وریتم ال ی k هر برای که گونه ای به باشد داشته وجود p جمله ای

یرد. ب یاد p (nkmHk
(ϵk, δk)) زمان در δk و ϵk پارامترهای با درست تقریبا احتمالا

٣ .۵ تعریف

یرید. ب نظر در را زیر یادگیری مسایل از دنباله دو شد بیان این از پیش که متناه فرضیه فضای یادگیری در نمونه برای

م گیریم نظر در ϵk = ١
k مقدار و م دهیم نمایش δ و H ،n با که م کنیم فرض ثابت را δk و Hk ،nk پارامترهای نخست دنباله در .١

زمان در تجربی خطای سازی کمینه وریتم ال که است روشن و p(x) = |H|x صورت به چندجمله  ای حالت این در است. متغیر که

هستند. یادگیری قابل کارا صورت به یادگیری مسایل از دنباله این بنابراین و م شود اجرا p (nkmHk
(ϵk, δk))

گیریم نظر در log|Hk| = k مقدار و م دهیم نمایش δ و ϵ ،n با که م کنیم فرض ثابت را δk و ϵk ،nk پارامترهای دوم دنباله در .٢

مساله p (nkmHk
(ϵk, δk)) زمان در که کرد پیدا نم توان تجربی خطای سازی کمینه وریتم ال هیچ حالت این در است. متغیر که

نماید. حل جمله ای چند زمان در را مساله این تواند نم تجربی خطای سازی کمینه روش درنیتجه و نماید حل را

کنیم. م تعریف زیر صورت به را یادگیری وریتم های ال محاسبات پیچیدگ شد گفته بخش این در که تعریف دو به توجه با حال

مشخص نخست گام دو در یادگیری وریتم های ال محاسبات پیچیدگ یادگیری وریتم های ال محاسبات پیچیدگ

Z که م کنیم محاسبه را م شود مشخص (Z,H, ℓ) سه تایی با که ثابت یادگیری مساله ی محاسبات پیچیدگ نخست م شوند.

مسایل این از دنباله ای با را محاسبات پیچیدگ تغییرات نرخ دوم گام در سپس است. هزینه تابع ℓ و فرضیه فضای H نمونه، فضای

م گیریم. نظر در

مساله A وریتم ال گوییم م یرید. ب نظر در را A یادگیری وریتم ال و (Z,H, ℓ) یادگیری مساله ، f : (٠, ٢(١ 7→ N تابع .١

ورودی های Zو Dروی توزیع هر برای که گونه ای به باشد داشته وجود c ثابت ی اگر کند م حل O(f) زمان در را یادگیری

دریافت را شده اند نمونه برداری D توزیع از مستقل صورت به که آموزش مجموعه A وریتم ال که هنگام ،ϵ, δ ∈ (٠, ١)

نماید

۴ .۵ تعریف
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م یابد. پایان cf(ϵ, δ) حداکثر زمان از پس A وریتم ال (آ)

گونه ای به برد به کار جدید نمونه های برچسب پیش بین برای م توان را داده م شود نمایش hA با که A وریتم ال خروج (ب)

باشد. cf(ϵ, δ) حداکثر آن اجرای زمان که

است. برقرار زیر نابرابری ١− δدست کم احتمال با یعن باشد درست تقریبا احتمالا A وریتم ال خروج (ج)

R(hA) ≤ R(h′)
h′∈H

+ ϵ. (٢ .۵)

فرضیه فضای ،Zk دامنه فضای با kام مساله که گونه ای به یرید ب نظر در را (Zk,Hk, ℓk)
∞
k=١ یادگیری مسایل از دنباله ای .٢

تابع ی شده باشد. طراح دست این از مسایل حل برای A وریتم ال که کنید فرض گردد. م مشخص ℓk هزینه تابع و Hk

برای اگر است O(g) مسایل از دنباله این برای A وریتم ال اجرای زمان م گوییم یرید. ب نظر در را g : N × (٠, ٢(١ 7→ N

صورت به fk : (٠, ٢(١ 7→ N که گونه ای به م کند حل O(fk) زمان در را (Zk,Hk, ℓk) مساله A وریتم ال kها، همه

م شود. تعریف fk(ϵ, δ) = g(n, ϵ, δ)

O(p(n, ١/ϵ, ١/δ)) مرتبه از آن اجرای زمان اگر است کارا وریتم ال ی (Zk,Hk, ℓk) دنباله به نسبت A وریتم ال که گوییم م

است. پارامترهایش براساس چندجمله ای ی p که باشد

ی یادگیری نمونه، برای است. وابسته مسایل از دنباله ای به مساله ستن ش شیوه به وریتم ال کارایی که است روشن بالا تعریف از

H فرضیه فضای روی تجربی خطای سازی کمینه روش دادیم نشان این از پیش که گونه همان یرید. ب نظر در را متناه فرضیه فضای

زمان که زمان که کنید فرض باشد. mH(ϵ, δ) = log(|H|/δ)/ϵ٢ کم دست آموزش مجموعه اندازه اگر کند م تضمین را یادگیری

برای م گیرد. یاد را مساله O(|H|mH(ϵ, δ)) زمان در کورکورانه جستجوی وریتم ال باشد، داشته نیاز ثابت زمان به فرضیه هر ارزیابی

صورت به را مسایل دنباله اگر اما است. کارا A وریتم ال کنیم تعریف |Hk| = k صورت به را مسایل دنباله اگر متناه فرضیه فضای هر

وریتم ال محاسبات پیچیدگ اما است پارامترهایش براساس چندجمله ای تابع ی به هنوز نمونه ای پیچیدگ آنگاه کنیم تعریف |Hk| = ٢k

نیست. کارا وریتم ال ر دی بنابراین کند م رشد k با رشد نمایی صورت به A

تجربی خطای سازی کمینه قاعده سازی پیاده ٢ .۵

اگر که دیدیم این از پیش نمونه، برای است. یادگیری متداول رد روی ی تجربی خطای سازی کمینه قاعده Hی، فرضیه فضای هر برای

بخش، این ادامه در است. ان پذیر ام نیز تجربی خطای سازی کمینه قاعده با باشد ان پذیر ام یادگیری دودویی، بندی دسته مساله ی برای

دامنه فضای برای کنیم. م بررس را مختلف فرضیه فضاهای برای تجربی خطای سازی کمینه قاعده سازی پیاده محاسبات پیچیدگ

متناه آموزش مجموعه هر برای م شود. تعریف زیر صورت به تجربی خطای سازی کمینه قاعده ℓ هزینه تابع و H فرضیه فضای ،Z

نماید. کمینه را ١
|S|
∑

z∈S ℓ(h, z) تجربی خطای که م کند تولید را فرضیه ای ، S ∼ Dm

متناه فرضیه فضای ٢. ١ .۵

باید دهیم نشان کامپیوتر در را فرضیه ی خواهیم م که هنگام زیرا است منطق بسیار ، متناه فضای ی به فرضیه فضای کردن محدود

حافظه در را آن ها باید خط این پارامترهای دادن نشان برای یرید. ب درنظر را ax+ b خطوط فضای نمونه برای پذیرد. صورت سازی گسسته

حافظه این با که خطوط تعداد صورت این در دهیم نمایش بیت ١۶ با را b و a پارامترهای از هرکدام نمونه برای نماییم ذخیره سازی کامپیوتر
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(a1, b1)

(a2, b2)

دوبعدی فضای در مستطیل ی نمایش ٢ .۵ ل ش

نوشت. را آن ها C ++ برنامه بایت ١٠٠٠ با بتوان که یرید ب نظر در را فرضیه ای فضای ر دی نمونه بود. خواهد متناه داد نمایش م توان

mH(ϵ, δ) = با است برابر متناه فرضیه فضای یادگیری نمونه ای پیچیدگ بالای کران دادیم، نشان پیشین های بخش در که گونه همان

زبان با پیاده سازی مثال برای نمونه برای است. c = ٢ تحقق ناپذیر حالت برای و c = ١ تحقق پذیر حالت برای که log(c|H|/δ)/ϵc

ی .mH(ϵ, δ) = c(١٠٠٠ + log c
δ )/ϵ

c با است برابر ای نمونه پیچیدگ حال که در ٢١٠٠٠ با است برابر ها فرضیه تعداد ،C + +

که کنید فرض اگر است. کورکورانه جستجوی متناه فرضیه فضای برای تجربی خطای سازی کمینه قاعده سازی پیاده برای سراست رد روی

k|H|m با است براب تجربی قاعده سازی کمینه وریتم ال اجرای زمان پذیرد. انجام k ثابت زمان در نمونه ی برای ℓ(h, z) مقدار محاسبه

برابر وریتم ال این اجرای زمان صورت این در باشد محاسبات پیچیدگ بالای کران برابر m مقدار اگر است. آموزش مجموعه اندازه m که

وابسته (|H|) فرضیه فضای اندازه به خط صورت به وریتم ال اجرای زمان که دهد م نشان رابطه این .ck|H| log(c|H|/δ)/ϵc با است

(Zk,Hk, ℓk)
∞
k=١ مسایل دنباله نباشد.اگر مناسب بزرگ فرضیه فضاهای برای وریتم ال این که شود م سبب خط وابستگ این و است

فضاهای از معمولا جهت همین به است. نمایی مرتبه از کورکورانه جستجوی اجرای زمان ،log(|Hk|) = k که کنیم تعریف گونه ای به را

قاعده پیاده سازی روش ی پایین کارایی که است این است مهم بسیار که ای نکته م شود. استفاده ابرصفحه ها فضای مانند ر دی فرضیه

ری دی های مثال بخش این ادامه در نمود. سازی پیاده کارا صورت به را قاعده این نم توان که نیست معنا این به تجربی خطای سازی کمینه

نمود. پیاده سازی کارا صورت به را قاعده این م توان که کنیم م بررس را

مختصات محورهای موازی اضلاع با هایی مستطیل ٢. ٢ .۵

مستطیل ی م توانیم زیر ل ش به توجه با آمد. میان به سخن مختصات محورهای موازی اضلاع با مستطیل های فضای درباره این از پیش

داد. نشان پارامتر ٢n به را بعدی n فضای در

زیر صورت به را بعدی n فضای در مختصات محورهای موازی اضلاع با مستطیل های همه فضای از است عبارت که را Hn بنابراین

م کنیم. تعریف در

Hn =
{
h(a١,a٢,...,an,b١,b٢,...,bn) : ∀i, ai ≤ bi

}
(٣ .۵)

که

h(a١,a٢,...,an,b١,b٢,...,bn)(x) =

 ١ if ∀i, xi ∈ [ai, bi]

٠ otherwise.
(۴ .۵)
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آموزش نمونه های همه برای که به گونه ای دارد وجود h ∈ Hn فرضیه ی فرضیه فضای در یعن یرید ب نظر در را سازگار حالت نخست

نظر در صورت این به را فضا این برای تجربی خطای سازی کمینه قاعده پیاده سازی حال است. برقرار h(x) = y شرط (x, y) ∈ S

بیان به مثبت. های نمونه iام بعد مقدار بزرگترین با باشد برابر bi و مثبت های نمونه iام بعد مقدار ترین کوچ با باشد برابر ai که یرید ب

باشیم داشته iها همه برای ر دی

ai = min{xi : (xi, ١) ∈ S}

bi = max{xi : (xi, ١) ∈ S}

از هرکدام کردن پیدا برای است. سازگار آموزش داده های با شده تولید فرضیه و است صفر برابر تجربی خطای که داد نشان م توان سادگ به

فرضیه که یرید ب نظر در را حالت حال است. O(nm) وریتم ال اجرای زمان لذا داریم بعد n چون و است O(m) زمان به نیاز biها و aiها

تجربی خطای کمینه سازی که است شده داده نشان نماید. کمینه را آموزش خطای که هستیم فرضیه ای دنبال به و باشد نداشته وجود سازگار

را n بعد نمونه برای نماییم محدود را فرضیه فضای اگر اما ندارد. ای چندجمله حل راه بنابراین و است NP-Hard مساله ی حالت این در

که دارد وجود فرض پیش بدون درست تقریبا احتمالا یادگیری وریتم ال یعن دارد. وجود مساله حل برای کارا وریتم ال گیریم درنظر ثابت

٢n به حداکثر بعد n در مستطیل کردن پیدا برای نمونه برای نیست. n از چندجمله ای تابع اما شود م اجرا ١
δ و ١

ϵ با جمله ای چند زمان در

جستجوی از استفاده با و یریم ب نظر در را آموزش عضوی m مجموعه از عضوی ٢n مجموعه های زیر همه م توانیم بنابراین است نمونه

است برابر وریتم ال این اجرای زمان کند. ک پیدا را تجربی خطای کمینه با فرضیه وریتم ال که است بدیه نماییم. حل را مساله کورکورانه

شود. م اجرا n به نسبت نمایی زمان در و m به نسبت ای چندجمله زمان در وریتم ال این نتیجه در .mO(n) با

دودویی ویژگ تعدادی عطف ترکیب ٢. ٣ .۵

xi١ ∧ xi٢ ∧ گزاره صورت به توان م و است Y = {٠, ١} به X = {٠, ١}n از نگاشت دودویی ویژگ تعدادی عطف ترکیب ی

برابر دهد م نشان گزاره این که تابع .i١, i٢, . . . , ik, j١, j٢ . . . , jr ∈ {١, ٢, . . . , n} که داد نشان . . . xik ∧ x̄j١ ∧ x̄j٢ . . . ∧ x̄jr

با است

h(x) =

 ١ if xi١ = . . . = xik = ١ and = xj١ = . . . = xjr = ٠

٠ otherwise.
(۵ .۵)

دارد وجود سازگار فرضیه که حالت در را خطا سازی کمینه قاعده سازی پیاده نخست دهیم. م نشان Hn با را توابع چنین مجموعه حال

h = (x١ ∧ x̄١) ∧ (x٢ ∧ فرضیه نخست وریتم ال این دارد. وجود کارا وریتم ال حالت این برای که دهیم م نشان یرید. ب نظر در

م انتساب صفر برچسب کند م دریافت که هایی نمونه همه به فرضیه این که است بدیه م گیرید. نظر در x̄٢) ∧ . . . ∧ (xn ∧ x̄n))

و کند م حذف فرضیه از را نباشند سازگار نمونه با که آنها) نقیض یا ها ویژگ ) حروف مثبت، های نمونه دریافت با وریتم ال این دهد.

نباشد موجود سازگار فرضیه که حالت برای اما است. O(nm) وریتم ال این اجرای زمان نم دهد. انجام کاری منف های نمونه دریافت با

ندارد. وجود m و n براساس چندجمله ای اجرای زمان با وریم ال

3-term DNF مفاهیم کلاس یادگیری ۴ .٢ .۵

م شود. تجربی خطای کمینه سازی مساله حل شدن بغرنج به منجر دودویی های ویژگ عطف ترکیب تعمیم که م دهیم نشان مثال این در

h(x١, . . . , xn) = تابع نمونه برای باشد. دلخواه) طول با عبارت سه ترکیب (یا term-3ها DNF همه شامل nH های فرضیه فضای
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اندازه بنابراین و ٣٣n با است برابر 3-term DNF توابع تعداد است. 3-term DNF ی (x٢ ∧ x٧ ∧ x١٠) ∨ (x١ ∧ x۵) ∨ (x٢ ∧ x٧)

.٣n log(٣/δ)/ϵ با است برابر آن نمونه ای پیچیدگ بالای کران نتیجه در و (log|Hk|) = θ(n) (یا ٣٣n با است برابر Hn

دست که است h(x) = ١ زمان و دهیم نمایش h(x) = A١(x) ∨ A٢(x) ∨ A٣(x) صورت به توانیم م را h(x) حالت این در

مساله این حل برای چندجمله وریتم ال هیچ که است شده داده نشان نباشند. صفر A٣(x) یا و A٢(x) یا A١(x) های عبارت از ی کم

ندارد. وجود

نیست سخت نمایش، از مستقل یادگیری ٣ .۵

بخش این در ندارد. وجود 3-term DNF مساله حل برای جمله چند زمان پیچیدگ با وریتم ال هیچ که دادیم نشان پیش بخش در

تناقض نتیجه این یریم. ب یاد توانیم م بزرگتری فضای از استفاده با خطا سازی کمینه وریتم ال کم با را فضا این که دهیم م نشان

اینجا در ندارد. تعلق اصل شده تعریف فرضیه فضای به که م کند تولید را ای فرضیه یادگیری وریتم ال زیرا ندارد. پیشین بخش نتیجه با

وریتم ال که فرضیه ای یعن کنیم. م زین جای است یادگیری قابل بیشتری کارایی با که بزرگتری فضای با را 3-term DNF توابع فضای

آن روی بر ١ نامناسب یادگیری یا نمایش از مستقل یادگیری نام دلیل همین به نیست. 3-term DNF ی الزاما نماید م تولید یادگیری

این کردن پیدا برای دارد. معادل 3-term DNF ی 3-term DNF هر که م کنیم استفاده واقعیت این از مساله حل برای است. شده گذاشته

فرضیه کردیم فرض اینکه به توجه با کند. م تغییر (٢n)٣ به n از ویژگ فضای ،∧ روی ∨ توزیع با م کنیم. توزیع ∧ روی را ∨ معادل،

برابر آن ای نمونه پیچیدگ بالای کران . کنیم پیدا را فرضیه این توانیم م تجربی خطای سازی کمینه وریتم ال با لذا دارد وجود سازگار

مساله نمایش تغییر با توانیم م که دهد م نشان مثال این است. n براساس ای چندجمله اجرا زمان نتیجه در و n٣ log(١/δ)/ϵ با است

شود. یادگرفته راحت تر

یادگیری سخت ۴ .۵

خطای سازی کمینه وریتم ال سازی پیاده سخت که دادیم نشان همچنین آمد. میان به سخن یادگیری محاسبات پیچیدگ باره در این از پیش

نشان توانیم م ونه چ که است این پرسش حال نیست. یادگیری قابل H فرضیه فضای که نیست معنا این به الزاما H فضای برای تجربی

است. رمزنگاری در استفاده مورد فرضیات از استفاده رد روی ی است. سخت مساله ی محاسبات نظر از یادگیری مساله ی که دهیم

مفهوم ی توسط که آموزش مجموعه به اگر کنیم م فرض ما یادگیری در دانست. رمزنگاری مخالف را یادگیری توان م رد، روی ی از

در ه حالی در نماییم استخراج را مفهوم و یریم ییادب را مفهوم قبول قابل خطای با توانیم م باشیم داشته دسترس است خورده برچسب

موجود نتایج توانیم م بنابراین نماید. استخراج را ها آن محتوی پیام، تعدادی دریافت با تواند نم فرد ی که است این هدف نگاری رمز

است. امن رمزنگاری پروتکل ی که نماید ادعا تواند نم کس حاضر حال در بدبختانه نماییم. منتقل یادگیری حوزه به را رمزنگاری در

اینکه اثبات برای نگاری رمز در کنیم. م استفاده یادگیری دادن نشان برای رمزنگاری در آمده بدست نتایج از ما بخش این ادادمه در

ی تابع ی که کنند م فرض نگاری رمز های روش از بسیاری شود. م استفاده نگاری رمز فرضیات از است امن رمزنگاری پروتکل ی

م را f تابع رسم بطور است. سخت آن وارون محاسبه اما م شود. محاسبه سادگ به که دارد وجود f : {٠, ١}n 7→ {٠, ١}n طرفه

p(.) چندجمله ای هر برای و A چندجمله ای اجرای زمان با تصادف وریتم ال هر برای اما نمود محاسبه n براساس جمله ای چند زمان در توان

1Improper learning



یادگیری سخت ۴ .۵۶٩

است. برقرار زیر نابرابری

P [f(A(f(x))) = f(x)] <
١

p(n)
, (۶ .۵)

م شود. محاسبه A وریتم ال بودن تصادف و {٠, ١}n روی نواخت ی توزیع براساس x تصادف انتخاب براساس احتمال که

f تابع تواند م سادگ به باشد داشته را sn کلید که شخص و م شود استفاده کلید ی از باشد سخت آن وارون محاسبه آینکه برای

نماید. محاسبه را f تابع وارون م تواند سخت به باشد نداشته را را sn کلید که شخص و محاسبه را

وریتم ال ما اگر هستند. محاسبه قابل ای جمله چند زمان در که باشد {٠, ١}n روی رمزنگاری توابع از ای خانواده Fn که کنید فرض

تواند م چندجمله ای زمان در بدهیم آن به x رشته و م دهد نشان را Fn درون تابع ی که sn کلید ی و کنیم فرض ثابت را رمزنگاری

در تابع هر وارون که آنجایی از یرید. ب نظر در را HF
n = {f−١ : f ∈ Fn} فضا این وارون یادگیری مساله حال نماید. محاسبه را f(x)

است. م شود) داده نمایش p(n) با که ) n براساس ای چندجمله ی کلید این اندازه نمود. محاسبه sn کلید بوسیله توان م را فضا این

چندجمله ای آن نمونه ای پیچیدگ نتیجه در و است ٢p(n) حداکثر آن اندازه و نموده پارامتری کلید براساس توان م را HF
n فضای بنابراین

است.

رشته روی از توانستیم م داشت وجود یادگیری چنین اگر ندارد. وجود مساله این حل برای کارایی یادگیر هیچ که داد نشان م توان

با آموزش مجموعه ی سپس و نمود محاسبه x نمونه هر برای را f(x) تابع و نمود برداری نمونه نواخت ی توزیع با {٠, ١}n فضای های

کند. م نقض را f بودن طرفه ی که آورد بدست را f−١ تابع تقریب با پایان در و نمود تولید (f(x), x) زوج های از چندجمله ای اندازه





انگلیس به فارس واژه نامه

ب
Overfitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برازش بیش

پ
Sample complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه ای  پیچیدگ

ت
Conjunctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عطف توابع

Monotone conjunctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوا ی عطف
k-CNF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه عطف نرمال kفرم

Disjunctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل توابع
2-Term DNF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لفظ دو فصل نرمال فرم

خ
Attributes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خصوصیات
Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا

Estimation error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآورد خطای
Empirical Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجربی خطای
Approximation Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب خطای
True Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقع خطای

د
Prior knowldege . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشین. دانش
Classifier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بند. دسته
Batch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دسته ای.

ف
Hypothesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرضیه
Domain set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه فضای

ک
Union bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اجتماعات  کران

م
Training set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آموزش مجموعه
Label set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها برچسب مجموعه
PAC model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درست تقریبا احتمالا مدل
Concept . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفهوم

Concept size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفهوم. اندازه
Concept class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفاهیم کلاس

ن
Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه
Test examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمایش های نمونه

و
Features . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها ویژگ
Nonuniform convergence property . . . . . . . . . . . . . . . . . نواخت نای رایی هم ویژگ

ی
Universal learner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عموم یادگیر
Nonuniform learnability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نواخت. نای یادگیری

٧١





نمایه

ب
۴۵ برازش، بیش

پ
١٣ نمونه ای، پیچیدگ

ت
عطف توابع

٧ نوا، ی عطف
فصل توابع

١١ ، لفظ دو نرمال فرم

خ
۶ خصوصیات،

خطا
۴۶ برآورد، خطای
١٣ تجربی، خطای
۴۶ تقریب، خطای

١٢ ،۶ ، واقع خطای

د
۴۵ پیشین، دانش

۶ بند، دسته 
٢ دسته ای،

ف
۶ فرضیه،

۶ نمونه، فضای

ک
١٨ اجتماعات، کران

٧ مفاهیم، کلاس

م
۶ ، آموزش مجموعه

۶ ها، برچسب مجموعه
١٢ درست، تقریبا احتمالا مدل

٧ ،۶ مفهوم،
٧ ، مفهوم اندازه

ن
۶ نمونه،

۶ ، آزمایش های نمونه

و
۶ ها، ویژگ

۴٨ نواخت، نای رایی هم ویژگ

ی
۴۵ ، عموم یادگیر

۴٨ نواخت، نای یادگیری

K
عطف kتوابع

٩ درجه، عطف نرمال فرم


	فهرست نمادها
	دیباچه
	 یادگیری ماشین چیست؟
	 اهداف پژوهش های یادگیری ماشین
	 نظریه یادگیری ماشین

	مدل های رسمی یادگیری
	 مولفه های مدل رسمی یادگیری
	 مدل سازگاری
	 مدل یادگیری احتمالا تقریبا درست 
	 پیچیدگی نمونه ای برای فضای فرضیه متناهی

	 مدل یادگیری احتمالا تقریبا درست بدون پیش فرض

	بعد VC و پیچیدگی رادمیچرا
	 تابع رشد
	 بعد VC
	 پیچیدگی رادامیچر
	 یادگیر های عمومی

	 یادگیری نایکنواخت
	 قابلیت یادگیری نایکنواخت 
	 کمینه سازی هزینه ساختاری
	 کمینه طول توصیف
	 سازگاری 
	 جمع بندی نمادهای مختلف یادگیری 
	 پرسشها

	پیچیدگی محاسباتی الگوریتمهای یادگیری
	 پیچیدگی محاسباتی یادگیری
	 پیاده سازی قاعده کمینه سازی خطای تجربی
	فضای فرضیه متناهی
	مستطیل هایی با اضلاع موازی محورهای مختصات
	ترکیب عطفی تعدادی ویژگی دودویی
	یادگیری کلاس مفاهیم 3-term DNF

	 یادگیری مستقل از نمایش، سخت نیست
	 سختی یادگیری

	واژهنامه فارسی به انگلیسی
	نمایه

